
सखं््ययाओ ंका ससंार

3.1 गणित का उदय — गिनती करने की मानवीय आवश््यकता 
मानव द्वारा नगरोों के निर््ममाण, सतू्रबद्ध नियमोों और सिद््धाांतोों अथवा तारोों के अध््ययन करने के बहुत पहले 
एक आधारभतू एवं व््ययावहारिक आवश््यकता अस््ततित््व मेें थी — गिनती करते रहने की आवश््यकता। 
गणित का उद््‍‍भव कक्षाओ ंमेें श््ययामपट्ट पर समीकरणोों को हल करने से नहीीं हुआ ह,ै इसका उद््‍‍भव 
धलू-मिट्टी मेें, वकृ्ष की छालोों पर और अस््थथियोों पर हुआ ह।ै

कल््पना कीजिए कि आप सहस्‍‍त्ररों वर््ष परू््व सरस््वती नदी के तट पर स््थथित एक छोटी-सी कृषक 
बस््तती मेें निवास कर रह ेहैैं। आपके पास मवशेियोों का एक झुडं ह।ै प्रत््ययेक सबुह वे चरने के लिए घने 
जंगलोों मेें जाते हैैं और संध््‍यया के समय लौट आते हैैं। आप यह कैसे सनुिश््‍चचित करेेंगे कि एक बछड़ा 
झुडं से अलग नहीीं हो गया ह?ै संख््ययाओ ंके लिए शब््दोों और लिपिबद्ध प्रतीकोों के बिना मानव इसका 
समाधान एकैकी-सगंतता (वन-टू-वन कॉरेसपोोंडेेंस) की संकल््पना से किया करते थे। 

बस््तती से चरागाह की ओर जाने वाली प्रत््ययेक गाय के लिए चरवाहा मिट्टी के घड़े मेें एक कंकड़ 
डालता था। संध््यया मेें प्रत््ययेक गाय के वापस आने पर वह एक कंकड़ को निकाल लेता था। यदि दिन 
के अंत मेें मिट्टी का घड़ा खाली हो जाता तो इसका अर््थ होता था कि पशओु ंका झुडं सरुक्षित ह।ै यदि 
घड़े मेें कंकड़ शषे रहते थे तो इसका अर््थ था कि गायेें छूट गई होोंगी या मार््ग भटक गई होोंगी। एक वस््ततु 
से दसूरी वस््ततु के मिलान करने के इस सरल कार््य से ही प्राकृत सखं््ययाओ ं(N = {1, 2, 3, 4, ….}) 
का जन््म हुआ। 

3.1.1 अस््थथियोों पर लिखा गया इतिहास 

वर््तमान मेें उपयोग होने वाली दशमलव स््थथानीय-मान प्रणाली को सवु््यस््थथित रूप से प्रस््ततुत करने का 
कार््य भारतीय उपमहाद्वीप मेें हुआ ह,ै वहीीं मानवीय इतिहास मेें प्राकृत संख््ययाओ ंके अकंन के प्रारंभिक 
साक्षष्य हमेें अफ्रीका की सभ््यताओ ंमेें मिलते हैैं। प्रारंभिक गणितज्ञ कागज का उपयोग नहीीं करते थे, वे 
अस््थथियोों पर उकेरे गए गिनती के चिह्ननों का उपयोग करते थे। 

लेबोम््बबो अस््थथि की खोज लगभग 35,000 वर््ष परू््व दक्षिण अफ्रीका और स््ववाजीलैैंड के मध््य 
स््थथित लेबोम््बबो पर््वत मेें हुई थी। यह एक प्रकार की अस््थथि ह ैजिसमेें सोच-समझकर कर उकेरे गए 29 
समरूप खाँच ेबने हुए हैैं। मानवविज्ञानियोों और गणितज्ञञों का ऐसा विश््‍ववास ह ैकि उकेरने का यह कार््य 
अनायास नहीीं था, अपित ुएक ऐसा उपाय था, जिसका उपयोग चदं्रमा की कलाओ ंया मासिक धर््म की 
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गणना के लिए किया जाता था, जो यह संकेत करता ह ैकि आदिमानव प्राकृत संख््ययाओ ंके माध््यम 
से समय का पता लगाते थे। 

इससे भी अधिक रोचक इशांगो अस््थथि ह,ै जो कांगो लोकतांत्रिक गणराज््य मेें नील नदी के 
उद््‍‍गम के निकट पाई गई और जिसका तिथि निर््धधारण 20,000 सामान्‍य संवत परू््व किया गया ह।ै इस 
अस््थथि मेें असमान खाँचोों के तीन स््ततंभ पाए गए हैैं। इशांगो अस््थथि को गणितीय उत््ककृ ष्‍टता का प्रतीक 
माने जाने का कारण इसमेें विद्यमान रेखाओ ंका विशिष्‍ट समहून ह।ै इन स््ततंभ समहूोों मेें से एक मेें 
11, 13, 17 और 19 खाँचेें हैैं जो 10 से लेकर 20 के मध््य की अभाज््य संख््‍ययाए ँहैैं। अन््य स््ततंभ 2 से 
गणुा करने (दोगनुा) की संकल््पना को प्रस््ततुत करता हुआ प्रतीत होता ह।ै ये प्राचीन अवशषे यह इंगित 
करते हैैं कि वस््ततुतः ‘संख््यया’ की अमरू््त संकल््पना कई हजार वर््ष परुानी ह।ै 

चित्र 3.1 — इशांगो अस््थथि पर पाए गए अभाज््य संख््यया मिलान-रेखा समहूोों का निरूपण

3.1.2 भारतीय सदंर््भ मेें व््ययापार और खगोलिकी

जैसे-जैसे सभ््यताए ँउन््नत होती गर्इं, वैसे-वैसे बहृत् संख््ययाओ ंकी आवश््यकता भी बढ़ती गई। सिंध ु
घाटी सभ््यता के प्राचीन नगरीय केें द्ररों, जैसे — लोथल और हड़प््पपा मेें, व््ययापार के लिए मानकीकृत माप 
और भार आवश््यक हो गए थे। मसेोपोटामिया से लाजवर््द मणि, पकी हुई मिट्टी से निर््ममित मदृभांडोों या 
सतूी वस्‍‍त्ररों का व््ययापार करने वाले व््ययापारियोों के लिए सदुृढ़ लेखा प्रणाली आवश््यक थी। 

वदैिक काल मेें, भारतीय दार््शनिक बहृत् संख््ययाआेें को लेकर अति रोमांचित थे और उन््होोंने इस 
संदर््भ मेें गहन चिंतन-मनन किया। सहस्‍‍त्ररों वर््ष परू््व वेदोों मेें 10 से लेकर 1012 तक के सभी घातांकोों 
का नामकरण किया गया ह ै (जिन््हेें ‘परार््ध’ कहा गया था)। चौथी शताब््ददी सामान्‍य संवत परू््व की 
ललितविस््तर मेें बदु्ध ने 1053 तक के नामोों का वर््णन किया ह,ै जिसे ‘तल््लक्षण’ कहा जाता ह।ै 

10 के घातांकोों के रूप मेें राशियोों को व््यक्‍त करने का कार््य ॠग््‍ववेद मेें स््पष्‍ट रूप से किया गया ह।ै 
इस प्रकार, भारत मेें आगामी वर्षषों के दौरान 10 के घातांकोों पर आधारित संख््यया पद्धति विकसित करने 
की पषृ्‍ठभमूि बनाई गई, जिसका उपयोग वर््तमान मेें संपरू््ण विश्‍व मेें हो रहा ह।ै स््थथानीय मान और 10 
के घातांकोों पर आधारित भारतीय संख््यया पद्धति के विकास ने संभवत: सर््ववाधिक मह�वपरू््ण गणितीय 
आविष््ककार ‘शनू््य की अवधारणा’ का मार््ग प्रशस््त करने मेें सहयोग किया।
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प्रश््‍ननावली 3.1

	 1.	 बंदरगाह नगर लोथल मेें एक व््ययापारी ताम्र शिलिकाओ ंको लेने के लिए मसालोों की थैलियोों 
का विनिमय करता ह।ै वह मसाले की प्रत््ययेक 2 थैलियोों से 15 ताम्र शिलिकाए ँलेता ह।ै यदि वह 
बाजार मेें मसालोों की 12 थैलियाँ लेकर जाता ह ैतो वह उनके बदले कितनी ताम्र शिलिकाए ँ
बाजार से लेकर आएगा? 

	 2.	 इशांगो अस््थथि के एक स््ततंभ पर संख््ययाओ ं का अनकु्रम — 11, 13, 17, 19 दखेिए। इन 
संख््ययाओ ंमेें क््यया समानता ह?ै इस प्रतिरूप मेें उपयकु्‍त आगामी तीन संख््ययाओ ंको सचूीबद्ध 
कीजिए।

	 3.	 हमेें ज्ञात ह ैकि प्राकृत संख््ययाए ँयोग के अंतर््गत संवतृ होती हैैं (किन््हीीं दो प्राकृत संख््ययाओ ंका 
योग सदवै एक प्राकृत संख््यया होती ह)ै। क््यया संख््ययाए ँघटाव के अंतर््गत संवतृ होती हैैं? अपने 
उत्तर को सिद्ध करने हते ुकुछ उदाहरण दीजिए। 

	*4.	प्रा चीन भारत के निवासी गणना करने के लिए अपनी अगंलुियोों की संधियोों का उपयोग करते 
थे, जो वर््तमान मेें भी प्रचलन मेें ह।ै प्रत््ययेक अगंलुी मेें तीन संधियाँ होती हैैं और अगंठेू का 
उपयोग उन््हेें गिनने के लिए किया जाता ह।ै एक हाथ पर आप कितनी गिनती कर सकते हैैं? यह 
प्राचीन आधार-12 गणन पद्धतियोों से कैसे संबंधित ह?ै

3.2 शून््य की क््राांति — जब ‘कुछ नहीीं’, ‘कुछ है’ मेें परिवर््ततित हो गया 
हजारोों वर्षषों तक संख््यया रेखा का आरंभ 1 से होता था। यदि आपके पास पाँच सेब हैैं और आपने सभी 
सेब द े दिए तो आपके पास ऐसी कोई संख््यया विद्यमान नहीीं थी जो आपकी स््थथिति को प्रस््ततुत कर 
सकती हो। स््ववाभाविक रूप से, आपके पास एक ही शब््द शषे रहता था — रिक्‍तता अर््थथात सेबोों का 
समाप्‍त हो जाना। बेबीलोन और माया जैसी सभ््यताओ ंने किसी संख््यया मेें रिक्‍त स््ततंभ को दर््शशाने के 
लिए स््थथानधारक प्रतीक चिह्ननों का उपयोग किया, परंत ुउन््होोंने ‘कुछ नहीीं होने’ को किसी संख््यया द्वारा 
प्रदर््शशित किए जाने पर विचार नहीीं किया, जिसे हम जोड़, घटा या गणुा कर सकेें ।

यह ब्रह्मगपु्‍त (628 सामान्‍य संवत) का ही कार््य था, जिन््होोंने औपचारिक रूप से रिक्‍तता को 
एक संख््यया मेें रूपांतरित किया। वास््तव मेें, उनके इस कार््य ने गणित को ही रूपांतरित कर दिया। यह 
ऐतिहासिक प्रगति, भारतीय दार््शनिक परंपराओ ंसे ही अभिप्रेरित थी। 

3.2.1 दर््शनशास्‍त्र से गणित की ओर — शून््यता की सकंल््पना

सातवीीं शताब््ददी सामान्‍य संवत पूर््व के बहुत पहले से स््थथापित विपुल बौद्ध साहित््य और 
उपनिषदोों मेें शून््यता की संकल््पना (रिक्‍तता) एक गहन अवस््थथा मेें थी, जो योग और ध््ययान 
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का लक्षष्य थी। ‘शून््यता’ शब््द का उपयोग इन ग्रंथोों मेें व््ययापक रूप से किया गया है जिसका 
उद्देश््य किसी व््यक्‍त‍ि विशेष की उस अवस््थथा का वर््णन करने के लिए किया गया है जो वह 
ध््ययानावस््थथा के दौरान प्राप्‍त करने के लिए प्रयासरत रहता है अर््थथात पूर््ण स््थथायित््व और 
प्रशांति की अवस््थथा प्राप््‍तति के लिए किसी के मस््ततिष््क को सभी वृत्तियोों (मस््ततिष््क का  
आरोह-अवरोह) से मुक्‍त करना। तीसरी शताब््ददी सामान्‍य संवत पूर््व के आस-पास पतंजलि ने 
योग सूत्र मेें भी शून््यता के सिद््धाांत का वर््णन इस अर््थ और संदर््भ मेें किया है कि कैसे शून््यता 
का सिद््धाांत किसी व््यक्‍त‍ि विशेष को अपने मस््ततिष््क, शरीर और इंद्रियोों को नियंत्रित करने मेें 
सहायता प्रदान करता है। 

चूँकि भारतीय विचारकोों ने इस ‘रिक्‍तता अवस््थथा’ का सम््ममान किया, अतः उन््हेें दर््शन मेें 
शून््यता को एक संकल््पना के रूप मेें प्रतिपादित करने हेतु आवश््यक संकल््पनात््मक रूपरेखा 
प्राप्‍त हुई। शून््यता का यह सिद््धाांत विभिन््न क्षेत्ररों, जैसे — वास््ततुकला, साहित््य, भाषा-विज्ञान 
से होते हुए आर््यभट और अंततः ब्रह्मगुप्‍त की कृतियोों के माध््यम से गणित मेें अपने मार््ग को 
प्रशस््त करता गया।

इस प्रकार, रिक्‍तता का यह दार््शनिक सिद््धाांत, गणितीय शनू््य मेें परिवर््ततित होकर और भी 
सुस््पष्‍ट हो गया।

3.2.2 बख््शशाली पांडुलिपि और ब्रह्मगुप्‍त के नियम

वर््तमान मेें उपयोग की जा रही �हद ूसंख््यया पद्धति मेें रिक्‍त स््थथान से एक चिह्न मेें भौतिक रूपांतरण 
को प्रत््यक्षतः बख््शशाली पांडुलिपि मेें देखा जा सकता ह ैजिसका तिथि निर््धधारण आरंभिक सामान्‍य 
संवत शताब््ददियोों मेें किया गया। इसमेें गहरे रंग के बिंद ुसे शनू््य को प्रदर््शशित किया जाता था।  

यद्यपि, एक चिह्न किसी पृष्‍ठ पर अंकन मात्र है जब तक कि यह नियमबद्ध नहीीं हो जाता है। 
शून््य का पूर््ण रूप से संक्रियात््मक संख््यया मेें रूपांतरण ब्रह्मगुप्‍त की कृति मेें हुआ। उनकी मौलिक 
कृति ब्रह्मस््फफु टसिद््धाांत (628 सामान्‍य संवत) मेें उन््होोंने स््पष्‍ट रूप से किसी संख््यया मेें से स््वयं 
अर््थथात उसी संख््यया को घटाने का परिणाम (a − a = 0) शून्‍य माना है। 

तत््पश््‍चचात ब्रह्मगुप्‍त ने ‘शून््य’ के साथ अंकगणित के मूलभूत नियमोों को प्रतिपादित किया। 

ब्रह्मगुप्‍त के शून््य सबंंधी नियम 

•	 यदि किसी सखं््यया मेें शनू््य का योग किया जाता ह ैतो सखं््यया अपरिवर््ततित रहती ह ै—  a + 0 = a
•	 यदि किसी संख््यया मेें से शनू््य को घटाया जाता ह ैतो संख््यया अपरिवर््ततित रहती ह ै—  a – 0 = a
•	 यदि किसी संख््यया को शनू््य से गणुा किया जाता ह ैतो परिणाम शनू््य होता ह ै—  a × 0 = 0  
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3.3 पूर््णाांक — क्षि‍तिज का विस््ततार
ब्रह्मगपु्‍त ‘शनू््य’ तक ही नहीीं रुके। उन््होोंने अनभुव किया कि यदि किसी संख््यया मेें से स््वयं को घटाया 
जाता ह ैतो परिणाम शनू््य (5 − 5 = 0) प्राप्‍त होता ह।ै अब यदि हम छोटी संख््यया मेें से एक बड़ी संख््यया 
को घटाए ँतो क््यया होगा? (3 − 5 =  )?

इसका उत्तर प्राप्‍त करने के लिए ब्रह्मगपु्‍त ने अपने गणित को वाणिज््य और जीवन की वास््तविकता 
से जोड़ने का प्रयत््न किया।

उन््होोंने दो स््थथितियोों का अवलोकन किया —
•	 धन-सपंत्तत‍ि (धन) — सकारात््मक संख््ययाए,ँ जो धन और संपत्ति को दर््शशाती हैैं।
•	 ॠणभार (ॠण) — नकारात््मक संख््ययाए,ँ जो ॠणभार को दर््शशाती हैैं।

संख््यया रेखा पर शनू््य के बार्इं ओर स््थथित संख््‍ययाओ ंको परिभाषित करके ब्रह्मगपु्‍त ने सर््वप्रथम 
‘ॠण सखं््ययाओ’ं का औपचारिक परिचय विश्‍व के समक्ष प्रस््ततुत किया। धनात््मक प्राकृतिक 
संख््ययाओ,ं उनकी समकक्ष ॠणात््मक संख््ययाओ ं और शनू््य संयोजन से पूर््णाांकोों के समचु््चय का 
निर््ममाण होता ह,ै जिसे चिह्न Z (जर््मन शब््द ‘जाहलेन’ से व््ययुत््पन््न, जिसका अर््थ ‘संख््ययाए’ँ होता ह)ै 
से दर््शशाया जाता ह।ै

–5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

ॠणात्‍मक परू््णाांक ← ॠणभार (ॠण) धन-संपत्तत‍ि (धन) → धनात््मक परू््णाांक
शनू््य

चित्र 3.2

3.3.1 पूर््णाांकोों का अंकगणित
ब्रह्मगपु्‍त ने इन परू््णाांकोों के योग और गणुन के लिए स््पष्‍ट नियमावली प्रदान की थी, जिसका उपयोग 
हम वर््तमान मेें भी ठीक उसी प्रकार कर रह ेहैैं जैसी उन््होोंने 1300 वर््ष परू््व लिखी थी —

1.	 धन-सपंत्तत‍ि और धन-सपंत्तत‍ि के योग का परिणाम धन-सपंत्तत‍ि होता है  5 + 4 = 9  

2.	 ॠणभार और ॠणभार के योग का परिणाम ॠणभार होता है  (−5) + (− 4) = − 9 
(यदि आप पर `5 का ॠणभार ह ै और आपने `4 और उधार ले लिए तो आपका कुल  
ॠणभार 9 होगा।) 

3.	 किसी धन-सपंत्तत‍ि से शून््य को घटाने पर परिणाम धन-सपंत्तत‍ि प्राप्‍त होता है, उसी 
प्रकार ॠणभार से शून््य को घटाने पर परिणाम ॠणभार प्राप्‍त होता है  7 − 0 = 7  
और − 6 − 0 = − 6 

4.	 किसी धन-सपंत्तत‍ि और ॠणभार का गुणनफल एक ॠणभार होता है  (− 3) × 4 = − 12

5.	 दो ॠणभारोों का गुणनफल एक धन-सपंत्तत‍ि होता है  (− 3) × (− 4) = 12
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सोचिए और विचार कीजिए 
एक ॠणात््मक संख््यया को दसूरी ॠणात््मक संख््यया से गणुा करने पर धनात््मक संख््यया क््योों प्राप्‍त होती 
ह?ै इस पर क्रियाविधि और ॠण के संदर््भ मेें विचार कीजिए। यदि एक ॠणात््मक संख््यया ॠणभार 
को दर््शशाती ह ैतो इसे ॠणात््मक संख््यया से गणुा करना ॠण के निरस््ततीकरण को अभिव््यक्‍त करता ह।ै 
(सकेंत — यदि कोई आपके चार ॠणभार, जिनमेें से प्रत््‍ययेक ₹3 मलू््य (अर््थथात −3) का ह,ै को आपसे 
ले लेता ह ैतो प्रभावी रूप से आप ₹12 से धनी हो जाते हैैं। इस प्रकार, (−3) × (−4) = + 12 होता ह।ै

प्रश््‍ननावली 3.2

	 1.	 मध््‍ययाह्न के समय उच््च तुंगता वाले लद्दाख के मरुस््थल मेें तापमान  4°C अंकित किया गया ह।ै 
मध््यरात्रि के समय इसके तापमान मेें 15°C की कमी हो जाती ह।ै मध््यरात्रि का तापमान क््यया ह?ै

	 2.	 एक मसाला-व््ययापारी ₹850 का ॠण लेता ह।ै अगले दिन उसे ₹1200 का लाभ (धन) प्राप्‍त 
होता ह।ै आने वाले सप््‍तताह मेें उसे ₹450 की हानि होती ह।ै इस अनकु्रम को परू््णाांकोों का उपयोग 
करते हुए समीकरण के रूप मेें लिखिए और उसके अंतिम लाभ-हानि की गणना कीजिए।

	 3.	 ब्रह्मगपु्‍त के नियमोों का उपयोग करते हुए निम््नलिखित की गणना कीजिए — 

	 (i)	 (−12) × 5  		  (ii)	 (−8) × (−7)

	 (iii)	 0 − (−14) 		  (iv)	 (− 20) ÷ 4 

	 4.	 वास््तविक जीवन से संबंधित ॠणभार के एक उदाहरण का उपयोग करते हुए विस््ततारपरू््वक 
बताइए कि किसी ॠणात््मक संख््यया को घटाना, एक धनात््मक संख््यया का योग करने के समान 
क््योों ह ै(जैसे  10 − (−5) = 15)।

3.4 रिक्‍त स््थथानोों की पूर््तति करना — भिन््न और परिमेय सखं््ययाए ँ
जैसे-जैसे समाज अधिक जटिल होता गया, मापन भी गणना करने के समान ही महत्तत्वपरू््ण होता गया। 
यदि एक कृषक गेहू ँके खते को अपने तीन पतु्ररों मेें विभाजित करता ह ैतो प्रत््ययेक को कितना भाग 
मिलेगा? यदि किसी व््ययंजन को बनाने मेें आधा प््ययाला घी चाहिए तो इसे हम गणितीय रूप मेें कैसे 
व््यक्‍त करेेंगे?

वे संख््ययाए ँजो एक संपरू््ण के भागोों को प्रस््ततुत करती हैैं, भिन््न कहलाती हैैं। ठीक वैसे ही, जैसे 
प्रत््ययेक प्राकृत संख््यया का एक योज््य व््ययुत्कक्रम होता ह ै(3 का −3 ह,ै 19 का −19 आदि), हम प्रत््ययेक 

धनात््मक भिन््न के लिए एक योज््य व््ययुत्कक्रम की कल््पना कर सकते हैैं, जैसे – 3 
4  के लिए 3 

4 , – 19
7  के 
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लिए 19
7  इत््ययादि। आइए, हम ऐसी धनात््मक भिन््नोों के योज््य व््ययुत्कक्रम को ॠणात््मक भिन््नोों से इंगित 

करते हैैं। ध््ययान दीजिए कि एक ॠणात््मक भिन््न मेें, ‘−’ का चिह्न या तो अंश या हर के साथ प्रयकु्‍त 
किया जा सकता ह,ै जैसे – 15  = –1

5  =  1 
–5

जब हम सभी परू््णाांकोों और सभी भिन््नोों (धनात््मक और ॠणात््मक, दोनोों) को संयोजित करते हैैं, 
तो हमेें ‘परिमय सखं््ययाओ’ं का समचु््चय प्राप्‍त होता ह,ै जिसे Q (भागफल के लिए) द्वारा दर््शशाया 
जाता ह।ै 

एक परिमय सखं््यया को किसी ऐसी संख््यया के रूप मेें परिभाषित किया जा सकता ह,ै जिसे  pq  के 
रूप मेें व््यक्‍त किया जा सके, जहाँ p और q परू््णाांक हैैं और q ≠ 0 ह।ै  

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप परिमये संख््यया की परिभाषा मेें निहित q ≠ 0 की आवश््यकता की व््ययाख््यया कर सकते हैैं? 

इस स्‍तर पर हमेें आवश््यक रूप से कुछ महत्तत्वपरू््ण अवलोकन करने चाहिए —

•	 सभी परिमये संख््ययाओ ंको  pq  के रूप मेें लिखा जा सकता ह,ै जहाँ p और q परू््णाांक हैैं और 
q ≠ 0 ह।ै उदाहरण के लिए 5 और −10 को क्रमशः 5 

1  और –10 
1  के रूप मेें लिखा जा सकता 

ह।ै इसका आशय यह ह ैकि परिमये संख््ययाओ ंमेें प्राकृत संख््ययाए,ँ परू््ण संख््ययाए ँऔर परू््णाांक 
भी सम््ममिलित होते हैैं।

•	 परिमये संख््ययाओ ंका  p
q  के रूप मेें, जहाँ p और q परू््णाांक होों तथा q ≠ 0 हो, निरूपण 

अद्वितीय नहीीं होता। उदाहरण के लिए – 13 = – 26 = – 39 = – 10
30 =  – 2026

6078 इत््ययादि। 

ये समतलु््य परिमये संख््ययाए ँ(अथवा समतलु््य भिन््न) हैैं। यह तथ््य हमेें दी गई एक भिन््न के 
अंश और हर के मध््य किसी भी सार््व गणुनखडं को विभाजित करने की स््वतंत्रता दतेा ह।ै 

परिणामी भिन््न इस स््थथिति मेें अपने मलू भिन््न का समतलु््य होता ह।ै उदाहरण के लिए 12
30, 2 

5  

के समतलु््य ह।ै यहाँ हमने अंश और हर दोनोों को 6 से विभाजित किया ह।ै

•	 एक सामान््य समझ यह ह ैकि जब हम कहते हैैं कि  p
q  एक परिमये संख््यया ह ैया जब हम  p

q
को संख््यया रेखा पर दर््शशात हैैं तो हम यह मानते हैैं कि q ≠ 0 और यह भी मानते हैैं कि p 
और q का 1 के अतिरिक्तत्त कोई सार््व गणुनखडं नहीीं ह ै(अर््थथात p और q सह-अभाज््य 

हैैं)। इस प्रकार संख््यया रेखा पर 1 
2 के समतलु््य अनंत भिन््नोों (अर््थथात भिन््न 12, 24, 36, 

 6  
12 , …,  

1013
2026 , …) को दर््शशाने के लिए हम 1 

2 का चयन करते हैैं।  
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जैसा कि आपको स््मरण होगा कि हमने कक्षा 6 और 7 मेें ब्रह्मगपु्‍त द्वारा प्रतिपादित भिन््नोों के 
योग, घटाव, गणुन और विभाजन के लिए नियमोों के विषय मेें पढ़ा था। उन््होोंने यह भी बताया था कि 
ये नियम धनात््मक और ॠणात््मक, दोनोों प्रकार के भिन््नोों पर लाग ूहोते हैैं। ये भिन्‍न एक साथ मिलकर 
परिमये संख््ययाए ँबनाती हैैं।

नीच ेविभिन््न नियमोों को प्रस््ततुत किया गया ह ै—

	 1.	 समतुल््यता — दो परिमये संख््ययाए ँa
b

 और c
d

 समतलु््य होती हैैं यदि ad = bc ह।ै

	 2.	 दो परिमय सखं््ययाओ ं का योग और घटाव — सर््वप्रथम हम दो परिमये संख््ययाओ ं

को a
b

 और c
b

 भिन््नोों के रूप मेें व््यक्‍त करते हैैं, जिनमेें समान हर b ह।ै इसके उपरांत हम 

 a
b

 + c
b

 = 
a c

b

+
 तथा a

b
 – c

b
 = a c

b

−  नियम का उपयोग करते हैैं।

	 3.	 दो परिमय सखं््ययाओ ंका गुणन और विभाजन — हम a
b

 × 
c
d

 = ac
bd

 के नियम का उपयोग 

करते हैैं, यदि (जहाँ b ≠ 0, d ≠ 0) हो और a
b

 ÷ 
c
d

 = a
b

 × 
d
c

 = ad
bc

  के नियम का उपयोग  

करते हैैं, यदि (जहाँ b ≠ 0, d ≠ 0, c ≠ 0) हो।

	 4.	 उपरोक्‍त अकंगणितीय नियमोों के अनसुार योग और गणुन दोनोों क्रम विनिमय हैैं (अर््थथात;  
a
b

 + c
d

 = c
d

 + a
b

  और a
b

 × 
c
d

 = c
d

 × a
b

 ) तथा वे बंटन नियम का अनसुरण करते हैैं।  
यदि p, q और r परिमये संख््ययाए ँहैैं तो p (q + r) = pq + pr होगा।

परिमेय संख््ययाएँ योग, घटाव और गुणन के अंतर््गत संवृत होती हैैं अर््थथात यदि किन््हीीं दो 
परिमेय संख््ययाओ ंका योग करते हैैं, दो परिमेय संख््ययाओ ंको घटाते हैैं या दो परिमेय संख््ययाओ ं
को गुणा करते हैैं तो परिणामस््वरूप एक परिमेय संख््यया ही प्राप्‍त होती है। परिमेय संख््ययाए ँ
विभाजन के अंतर््गत भी संवृत होती हैैं, यदि वह परिमेय संख््यया 0 से विभाजित न होों। इसका 
अर््थ है कि दो परिमेय संख््ययाओ ंका भागफल भी पुन: एक परिमेय संख््यया होगी, यदि वह संख््यया 
0 से विभाजित न हो।

सोचिए और विचार कीजिए 
1.	�भि न््न-भिन््न हर वाली दो परिमये संख््ययाओ ंका योग अथवा घटाव करते समय आप उनके हर 

को समान कैसे बनाएगँे? 

2.	 परिमये संख््ययाओ ंके लिए बंटन नियम को सत््ययापित कीजिए।
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प्रश््‍ननावली 3.3

	 1.	सि द्ध कीजिए कि निम््नलिखित परिमये संख््ययाए ँसमतलु््य हैैं —

	 (i)	 2 
3 और 4 

6		  (ii)	 5 
4 और 10 

8  

	 (iii)	 – 3 
5 और – 6

10	 (iv)	 9 
3 और 3

	 2.	 योगफल ज्ञात कीजिए —

	 (i)	 2 
5 + 3

10	 	 (ii)	 7
12 + 5 

8

	 (iii)	 – 4 
7 + 3

14

	 3.	 अंतर ज्ञात कीजिए —

	 (i)	 5 
6 – 1 

4 		  (ii)	 11
8  – 3 

4

	 (iii)	 − − −










7
9

2
3

	 4.	 गणुनफल ज्ञात कीजिए —

	 (i)	 2
3

3
10

× 		  (ii)	 7
11

5
8

×

	 (iii)	 − ×
4
7

5
14

	 5.	 भागफल ज्ञात कीजिए —

	 (i)	 2
3

÷ 3
10

		  (ii)	 7
11

5
8

√ ÷ 7
11

5
8

√

	 (iii)	 − ÷
4
7

5
14
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	 6.	सि द्ध कीजिए कि 
1
2

3
4

8
3

1
2

8
3

3
4

8
3

+








× = × + ×

	 7.	 बंटन गणुधर््म का उपयोग करते हुए निम््नलिखित का सरलीकरण कीजिए —

		  7
9

6
7

3
4

−








.

	 8.	 परिमये संख््यया x को इस प्रकार ज्ञात कीजिए कि   5
6

3
5

5
6

1
2

x x+








 = +

3.4.1 सखं््यया रेखा पर परिमेय सखं््ययाओ ंका निरूपण 

हम जानते हैैं कि परू््णाांकोों को संख््यया रेखा पर निरूपित किया जा सकता ह।ै इस कार््य को करने के लिए 
हम एक बिंद ुका चयन करते हैैं और इसे शनू््य के रूप मेें अंकित करते हैैं, इसे संख््यया रेखा का मलूबिंद ु
कहेेंगे। दार्इं ओर एक इकाई अग्रसर होने पर जिस बिंद ुपर हम पहुचँते हैैं, उसे 1 के रूप मेें निरूपित 
करते हैैं, इसी प्रकार दो इकाई अग्रसर होने पर उसे 2 से निरूपित करते हैैं और इस प्रकार संख््यया रेखा 
बनती चली जाती ह।ै ठीक इसी प्रकार, मलूबिंद ुसे बार्इं ओर एक इकाई अग्रसर होने पर हमेें −1 की 
प्राप््‍तति होती ह,ै दो इकाई अग्रसर होने पर −2 की प्राप््‍तति होती ह ैऔर मलूबिंद ुसे बार्इं ओर भी इस प्रकार 
संख््यया रेखा विस््ततारित होती जाती ह।ै प्रत््ययेक परू््णाांक, अपने आगामी परू््णाांक से समान दरूी पर स््थथित 
होता ह।ै इसे चित्र 3.3 मेें प्रदर््शशित किया गया ह।ै

–7 –6 –4–5 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 7

चित्र 3.3

परिमये संख््ययाओ ंको भी संख््यया रेखा पर निरूपित किया जा सकता ह।ै परू््णाांकोों के अतिरिक्‍त, ये 

दो परू््णाांकोों के मध््य भी स््थथित हो सकते हैैं। उदाहरण के लिए  12 , 0 और 1 के ठीक मध््य मेें स््थथित होता 

ह ैऔर − 34 , −1 और 0 के मध््य स््थथित होता ह,ै जैसा चित्र 3.4 मेें प्रदर््शशित किया गया ह।ै

–2 –1 0 1 21
2

–3
4

चित्र 3.4

एक परिमये संख््यया 
 p
q , q ≠ 0 को संख््यया रेखा पर निरूपित करने के लिए इकाई अंतराल (दो 

क्रमागत परू््णाांकोों के मध््य की दरूी) को q समान भागोों मेें विभाजित कीजिए। यदि संख््यया धनात््मक ह ै
तो मलूबिंद ु0 से दार्इं ओर p भाग आगे बढ़िए और यदि संख््यया ॠणात््मक हो तो बाए ँओर बढ़‍िए।
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उदाहरण के लिए 34 को संख््यया रेखा पर निरूपित करने के लिए, 0 और 1 के मध््य अंतराल को 
चार समान भागोों मेें विभाजित कीजिए और 0 से दार्इं ओर तीन भागोों तक बढ़िए।

0 11
2

1
4

3
4

चित्र 3.5

यहाँ तक कि 1 से बड़े भिन््न को भी इस विधि से संख््यया रेखा पर निरूपित किया जा सकता ह।ै 

उदाहरण के लिए 94 = 2 14  , अत: यह 2 और 3 के मध््य स््थथित ह।ै हम 2 और 3 के मध््य अंतराल को 

चार समान भागोों मेें विभाजित करते हैैं और 2 से दार्इं ओर एक भाग आगे बढ़ते हैैं।

0 1 2 31
4

1
2

3
4

5
4

3
2

7
4

9
4

5
2

11
4

चित्र 3.6

सोचिए और विचार कीजिए 
8
5  और – 74  को संख््यया रेखा पर निरूपित करने का प्रयत््न कीजिए।

0–5 – 4 –3 –2 –1 1 2 3 4 5

7
8

9
4

3
2

32
7

26
7– 7

8

– 22
5

– 18
5 – 9

4

चित्र 3.7 — संख््यया रेखा पर कुछ परू््णाांक और परिमये संख््ययाए ँ 

परिमेय सखं््यया का निरपेक्ष मान 

एक परिमये संख््यया x के निरपेक्ष मान को | x | के रूप मेें लिखा जाता ह ैजो संख््यया रेखा पर 0 
से इसकी दरूी को दर््शशाता ह।ै

उदाहरण 1   
5
3 = 53  , − 5

3  भी 53 के समान ह ैऔर | 0 | = 0 होता ह।ै

अत: एक धनात््मक संख््यया का निरपेक्ष मान वह संख््यया स््वयं होती ह।ै एक ॠणात््मक संख््यया का 
निरपेक्ष मान उस संख््यया का धनात््मक मान ह।ै अत: किसी परिमये संख््यया का निरपेक्ष मान सदवै ही 
ॠणतेर होता ह,ै अर््थथात | x | ≥ 0 होगा।
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दो परिमये संख््ययाओ ंa और b के लिए, संख््यया रेखा पर उनके मध््य की दरूी को | a − b | से दर््शशाया 
जाता ह।ै चित्र 3.8 मेें परू््णाांकोों − 4 और 3 के मध््य की दरूी को दर््शशाया गया ह।ै

–5 – 4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4

|a – b|= 7

b a

चित्र 3.8

3.4.2 परिमेय सखं््ययाओ ंकी सघनता

परिमये संख््ययाओ ंके सबसे अद््भतु गणुोों मेें से एक उसका घनत््व ह।ै किन््हीीं दो परू््णाांकोों, जैसे 1 और 2 

के मध््य एक परिमये संख््यया 32 ह।ै 1 और 32 के मध््य एक अन््य परिमये संख््यया 54 ह।ै

संख््यया रेखा पर दो परिमये संख््ययाओ ंमेें कितनी भी निकटता क््योों ना हो, उनका माध््य ज्ञात करके 
आप सदवै उनके मध््य एक और परिमये संख््यया ज्ञात कर सकते हैैं।

उदाहरण के लिए, 1 और 32 के मध््य एक परिमये संख््यया को आप उनका माध््य ज्ञात करके प्राप्‍त 
कर सकते हैैं —

1 3
2

2

+
 = 54

यह स््पष्‍ट करने का प्रयास कीजिए कि दो परिमये संख््ययाओ ंa और b का माध््य, जो (a + b) 
2  ह,ै 

सदवै a और b के मध््य स््थथित एक परिमये संख््यया ही क््योों होती ह?ै 
5
4

3
21 2

चित्र 3.9

इसका अर््थ यह ह ैकि संख््यया रेखा पर किन््हीीं दो बिंदओु ंके मध््य अनंत परिमये संख््ययाए ँविद्यमान 
होती हैैं। ऐसा प्रतीत होता ह ैकि परिमये संख््ययाए ँसंख््यया रेखा को अवश््य ही भर दतेी हैैं और रिक्‍तता 
की कोई भी संभावना शषे नहीीं रहती ह,ै परंत ुक््यया वास््तव मेें ऐसा ह?ै 

प्रश््‍ननावली 3.4

	 1.	 एक ही संख््यया रेखा पर 23, – 54  और 1 12 को निरूपित कीजिए।

	 2.	 अनिवार््य रूप से – 12 और 14 के मध््य विद्यमान तीन भिन््न परिमये संख््ययाए ँज्ञात कीजिए।
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	 3.	 व््ययंजक −








 +











1
4

5
12

 का सरलीकरण कीजिए।

	 4.	 एक दर्जी के पास 15 34 मीटर परिष््ककृत  रेशमी कपड़ा ह।ै यदि एक कुर््तता बनाने के लिए 2 14  मीटर 

रेशमी कपड़े की आवश््यकता होती ह ैतो दर्जी कुल कितने कुर्ते बना सकता ह?ै

	 5.	 3.1415 और 3.1416 के मध््य तीन परिमये संख््ययाए ँज्ञात कीजिए।

	*6.	 क््यया आप किन््हीीं दो परिमये संख््ययाओ ंके मध््य एक परिमये संख््यया ज्ञात करने की किसी अन््य 
विधि‍ सोच सकते हैैं? 

3.5 अपरिमेय सखं््ययाएँ
शताब््ददियोों तक गणितज्ञञों की यह धारणा बनी हुई थी कि इस ब्रह्माण््ड 
मेें प्रत््ययेक मापनीय लंबाई को दो परू््णाांकोों के अनपुात मेें व््यक्‍त किया 
जा सकता ह।ै यद्यपि, जब बौधायन ने 800 सामान्‍य संवत परू््व के 
आस-पास शलु््बसतू्र (जटिल ज््ययामितीय अग््ननि वेदियोों के निर््ममाण 
की निर्देश-पसु््ततिका) की रचना की, उनके समक्ष शीघ्र ही ऐसी मापेें 
उत््पन््न हो गर्इं, जो भिन््नोों के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं की जा सकती थीीं। कुछ 
शताब््ददियोों के पश््‍चचात ऐसी ही समस््ययाए ँग्रीकोों के समक्ष भी आर्इं।

एक ऐसे वर््ग पर विचार कीजिए, जिसकी प्रत््ययेक भजुा की लंबाई 
1 इकाई हो। बौधायन−पाइथागोरस प्रमये के अनसुार, विकर््ण की लंबाई d सतू्र 12 + 12 = d 2 दी  
जाती ह।ै इस प्रकार, d 2 = 2 ह।ै अत: विकर््ण की लंबाई 2  ह।ै

सोचिए और विचार कीजिए 

क््यया 2  को एक परिमये संख््यया 
 p
q  के रूप मेें लिखा जा सकता ह?ै

जैसा कि आपने कक्षा 8 मेें अध््ययन किया था, इसका उत्तर ‘नहीीं’ ह!ै हम शीघ्र ही पनुः दखेेेंगे कि 
ऐसा क््योों होता ह!ै संख््यया रेखा पर निरूपित वे संख््ययाए,ँ जो परू््णाांकोों के अनपुात के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं 
की जा सकती हैैं, अपरिमय सखं््ययाए ँकहलाती हैैं।

3.5.1  की अपरिमेयता की उपपत्तत‍ि

2  की अपरिमयेता को सर््वप्रथम हिप््पपासस नामक गणितज्ञ ने सिद्ध किया था, जो पाइथागोरस 
विद्यालय का एक सदस््य था (लगभग 400 सामान्‍य सवंत परू््व के आस-पास)। 2  क््योों अपरिमये ह,ै 
इसकी व््ययाख््यया के लिए उन््होोंने एक कुशाग्र तकनीक का उपयोग किया, जिस ेविरोधाभास द्वारा उपपत्तत‍ि  

2 1

1
चित्र 3.10
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कहा जाता ह।ै इसके नाम के अनरुूप इस विधि मेें हम जो सिद्ध करना चाहते हैैं, उसके विपरीत कल््पना 
कर लेते हैैं और यह प्रदर््शशित करते हैैं कि यह कल््पना तार््ककि क विरोधाभास उत्‍पन्‍न करती ह।ै

प्रमाण — हम प्रमाण की व््ययाख््यया कई चरणोों मेें करेेंगे।
चरण 1 — कल््पना — मान लीजिए, 2  एक परिमये संख््यया ह।ै इसलिए इसे सरलतम  

भिन््न 
 p
q जबकि q ≠ 0 रूप मेें लिखा जा सकता ह।ै (इसका अभिप्राय यह ह ैकि p और q ऐसे परू््णाांक 

हैैं जिनका 1 के अतिरिक्‍त कोई भी सार््व गणुनखडं नहीीं ह ैअर््थथात वे सह-अभाज््य संख््ययाए ँहैैं।) 

2 =
p

q

चरण 2 — समीकरण के दोनोों पक्षषों का वर््ग करने पर —

2
2

2
=
p

q

चरण 3 — दोनोों पक्षषों को q2  से गणुा करने पर —
2q2 = p2

चरण 4 —  p के लिए निगमन —

चूकँि p2 किसी परू््णाांक का दोगनुा ह ैअत: p2 को एक सम संख््यया होना चाहिए। यदि एक संख््यया 
का वर््ग सम संख््यया ह ैतो वह संख््यया स््वयं भी सम होगी। इसलिए p एक सम परू््णाांक ह।ै मान लीजिए, 
p  = 2k (जहाँ k एक परू््णाांक ह)ै। 

चरण 5 — चरण 3 के समीकरण मेें p = 2k को पनुः प्रतिस््थथापित कीजिए —

  2q2 = (2k)2

2q2 = 4k2

चरण 6 — दोनोों पक्षषों को 2 से विभाजित कीजिए —

q2 = 2k2

चरण 7 —  q के लिए निगमन — अब हम दखेते हैैं कि q 2 किसी परू््णाांक k 2 का दोगनुा ह।ै 
इसका आशय यह ह ैकि q2 एक सम संख््यया ह ैऔर इसी कारण q को भी आवश््यक रूप से एक सम 
परू््णाांक होना चाहिए।

चरण 8 — विरोधाभास — हमने यह निगमित किया कि p एक सम संख््यया ह ैऔर q एक सम 
संख््यया ह।ै इसका अर््थ यह ह ैकि दोनोों का सार््व गणुनखडं 2 ह।ै यद्यपि चरण 1 मेें हमने यह माना था कि 
 p
q  अपने सरलतम रूप मेें ह ैऔर इनका कोई भी सार््व गणुनखडं नहीीं ह!ै

चूकँि हमारे तार््ककि क चरण त्रुटिहीन हैैं इसलिए हमारी प्रारंभिक कल््पना असत््य ह।ै अत: 2  को 
एक भिन््न के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह।ै यह अपरिमये ह।ै

Chapter 3.indd   54Chapter 3.indd   54 6/12/2026   9:40:59 AM6/12/2026   9:40:59 AM



55संख््ययाओ ंका संसार

मान लीजिए कि 2 एक परिमये संख््यया ह।ै

2 = 
 p
q  सरलतम रूप मेें

p 2 = 2q 2

p एक सम संख््यया होनी चाहिए।

q एक सम संख््यया होनी चाहिए।
विरोधाभास की स््थथिति! 

सोचिए और विचार कीजिए 

विरोधाभास द्वारा उपपत्तत‍ि का उपयोग करते हुए 3  की अपरिमयेता सिद्ध करने का प्रयत््न कीजिए। 
क््यया यह विधि 5, 7  या 10  के लिए भी सहायक सिद्ध होगी।

3.5.2   लंबाई की सरंचना विधि 

सोचिए और विचार कीजिए 
हमने परू््व मेें दखेा ह ैकि एक ऐसी रेखा कैसे प्राप्‍त की जाए, जिसकी लंबाई एक परिमये संख््यया हो। ऐसी 
रेखाए ँकैसे प्राप्‍त कर सकते हैैं जिनकी लंबाई अपरिमये हो? 

उदाहरण के लिए, 2  लंबाई के एक रेखाखडं के निर््ममाण और संख््यया रेखा पर उसकी स््थथिति 
प्रदर््शशित करने के लिए हम निम््नलिखित चरणबद्ध प्रक्रिया का अनसुरण कर सकते हैैं — 

चरण 1 — संख््यया रेखा पर हम OA = 1 इकाई का माप लेते हैैं और A से OA पर एक लंब 
खीींचते हैैं (दखेिए चित्र 3.11)। 

चरण 2 — इस लंब रेखा पर हम बिंद ुB को इस प्रकार अंकित करते हैैं कि AB = 1 इकाई हो 
और मलूबिंद ुको B से मिला दतेे हैैं। स््पष्‍ट ह ैकि OB = 2  इकाई ह।ै
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चरण 3 —  ‘O’ को केें द्र मानकर और OB को त्रिज््यया लेकर, हम परकार से एक चाप खीींचते हैैं 
जो संख््यया रेखा को बिंद ुP पर प्रतिच््छछेद करता ह।ै स््पष्‍ट ह ैकि OP = 2  इकाई ह।ै अतः P अपरिमये 
संख््यया 2  को प्रदर््शशित करता ह।ै

0

O A

C B

P
2 3

1
1

22

–3 –2 –1 1

चित्र 3.11 — अपरिमये लंबाइयोों की रचना करना एवं उन्‍हें संख््यया रेखा पर दर््शशाना

सोचिए और विचार कीजिए 

इस विधि को मापनी और परकार के उपयोग से 3  और 5  लंबाई के रेखाखंडोों की रचना करने के 
लिए विस््ततारित कीजिए। इस विधि को किसी भी n  रूप की लंबाई के रेखाखडं की रचना करने के 
लिए व््ययापकीकृत कीजिए, जहाँ n एक धनात््मक परू््णाांक ह।ै 

3.5.3 पाई (π) की कहानी और माधव की अनंत श्रेणियाँ  

पाई (π) एक अन््य प्रसिद्ध अपरिमये संख््यया ह,ै जो वतृ्त की परिधि और व््ययास का अनपुात होता ह।ै 
शताब््ददियोों से गणितज्ञ π के लिए भिन््ननात््मक सन््ननिकट मान को अपेक्षाकृत बेहतर करने हते ुप्रयासरत 

रह ेहैैं। आर््यभट (499 सामान्‍य संवत) ने π का अति सटीक सन््ननिकट मान 3927
1250 = 3.1416 दिया, 

परंत ुउन््होोंने बताया था कि यह केवल आसन््न (सन््ननिकट मान) ह ैऔर इंगित किया कि π के लिए 
परू््णत: सटीक भिन््न संभवत: ज्ञात नहीीं की जा सकती।

यद्यपि π अपरिमये ह ै(लैबर््ट ने 1761 ई. मेें इसे औपचारिक रूप से सिद्ध कर दिया था), किसी 
एक भिन््न (या परिमित रूप से अनेक भिन््नोों) द्वारा π को कभी भी परू््णत: सटीक रूप से व््यक्‍त अथवा 
सतू्रित नहीीं किया जा सकता। π के लिए प्रथम सटीक सतू्र चौदहवीीं शताब््ददी मेें सगंमग्राम के माधव 
ने दिया, जिन््होोंने केरल स््ककू ल ऑफ मथेैमटेिक््स की स््थथापना की। माधव ने यह अनभुव किया कि 
एक अपरिमये संख््यया को व््यक्‍त करने के लिए आप केवल एक ही भिन््न का उपयोग नहीीं कर सकते; 
आपको आवश्‍यक रूप से एक अनंत श्रेणी के योग का उपयोग करना होगा। उन््होोंने गहन अनंत श्रेणी 
की खोज की —

π = 4 1 1
3

1
5

1
7

× − + − +










हम जानते हैैं कि इसका अर््थ ह ैकि 2,100 या एक लाख पदोों का योग करने का क््‍यया अर््थ होता 
ह।ै अनंत पदोों के योगफल ज्ञात करने का अभिप्राय क््यया ह?ै इसका अर््थ यह ह ैकि अनंत अनकु्रम के 
पहले पद से प्रारंभ करते हुए जैसे-जैसे हम अधिक से अध‍‍िक पद जोड़त जाएगँे, वैसे-वैसे हम π के 
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मान के निकट और निकट पहुचँते जाएगँे। आप उच््चतर कक्षाओ ंमेें अनंत श्रेणियोों के संदर््भ मेें और 
भी अध््ययन करेेंगे।

इस प्रकार, संख््यया रेखा पर न केवल परिमये संख््ययाए ँि‍वद्यमान हैैं अपित ुइस पर अपरिमये संख््ययाए ँ
भी सम््ममिलित होती हैैं। हमने दखेा कि कैसे कुछ अपरिमये संख््ययाओ ंको संख््यया रेखा पर दर््शशाया जाता 
ह ैऔर अब हम शेष अपरिमये संख््ययाओ ंको सरलता से संख््यया रेखा पर स््थथित मान लेेंगे। 

0

1 2 3 4 5–5 –4 –2–3 –1

− 10 π2 5

5
6

3
2

7
2

9
2

– 3
2 – 1

3

– 22
5 – 12

5

चित्र 3.12

3.6 वास््तविक सखं््ययाए ँ— दशमलव और चक्रीय प्रतिरूप  
जब हम परिमये संख््ययाओ ंके सघन जाल को अपरिमये संख््ययाओ ंकी अपरूण्‍ाीय रिक्‍तता से मिलाते हैैं 
तब हम वास््तविक संख््ययाओ ंकी अखडं सतत रेखा का निर््ममाण करते हैैं।

एक परिमये संख््यया को एक अपरिमये संख््यया से अलग करने की सरलतम विधि उसके दशमलव 
प्रसार को दखेना ह।ै 

3.6.1 परिमेय दशमलव — सांत और आवर्ती 

यदि आप एक परिमये संख््यया के अशं को उसके हर से विभाजित करते हैैं तो विभाजन की दो स््थथितियोों 
मेें से कोई एक घटित होगी —

	 1.	य ह समाप्‍त हो जाता है — अतंतः विभाजन मेें शषेफल के रूप मेें 0 प्राप्‍त होता ह।ै विभाजन 
परिमित दशमलव स््थथानोों तक समाप्‍त हो जाता ह।ै

		  उदाहरण 2—  3
8 = 0.375 (क््यया आप यह बता सकते हैैं कि किन परिमेय संख््ययाओ ंके लिए 

विभाजन परिमित दशमलव स््थथानोों तक समाप्‍त या सांत हो जाएगा?)

	 2.	 यह आवर्ती होता है — विभाजन की प्रक्रिया मेें शषेफल के रूप मेें कभी भी 0 की प्राप््‍तति नहीीं 
हो पाती ह,ै कित ुअकंोों के अनकु्रम की अनंतत: पनुरावतृ्ति होती रहती ह।ै

		  उदाहरण 3—   5  
11 = 0.454545... = 0.45

सोचिए और विचार कीजिए 
10 
3  और 11 

12  के दशमलव प्रसार ज्ञात करने का प्रयत््न कीजिए। दशमलव बिद ुके पश््‍चचात आने वाले 
अकंोों की पनुरावतृ्ति के विषय मेें आप क््यया अवलोकन करते हैैं? 
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कुछ परिमये संख््ययाओ ंका दशमलव निरूपण आवर्ती क््योों होता ह?ै दीर््घ विभाजन प्रक्रिया का 
उपयोग करते हुए 17 की गणना करने की कल््पना कीजिए। आप 7 से विभाजन कर रह ेहैैं। प्रत््ययेक चरण 
मेें संभावित शषेफल क््यया होोंगे? वे केवल 1, 2, 3, 4, 5 या 6 (0 क््योों नहीीं) हो सकते हैैं, क््योोंकि 
शषेफल की संभावनाए ँसीमित होती हैैं। अंततः शषेफल दसूरी बार अवश््य प्राप्‍त होगा। यदि एक 
शषेफल की पनुरावतृ्ति होती ह,ै तो संपरू््ण विभाजन प्रक्रिया की अनंत पनुरावतृ्ति होती जाती ह ैजिससे 
आवर्ती दशमलव की रचना होती ह!ै 

दशमलव प्रसार के प्रकार का अनुमान 
रोचक बात यह ह ैकि हम लंबी विभाजन प्रक्रिया अपनाए बिना यह अनमुान लगा सकते हैैं कि किसी 
परिमये संख््यया का दशमलव प्रसार सांत (समाप्‍त) होगा या सदवै चलता रहगेा! 

इसके लिए हम हर के अभाज््य गुणनखंडोों की सहायता लेते हैैं। 

मान लीजिए 
 p
q , q ≠ 0, अपने सरलतम रूप मेें एक परिमये संख््यया ह ै(अर््थथात p और q का 1 

के अतिरिक्‍त कोई सार््व गणुनखडं नहीीं ह)ै।

भिन््न  3  
20 पर विचार कीजिए। 20 का अभाज््य गणुनखडंन 22 × 5 ह।ै

अतः, 3
20

3
2 5

3 5
2 5 5

15
100

0 15
2 2

=
×

=
×

× ×
= = .  होगा।

हम 100 प्राप्‍त करने के लिए अंश और हर दोनोों को 5 से गणुा करते हैैं। इस प्रकार, हमेें 0.15 
प्राप्‍त होता ह,ै जो एक सांत दशमलव ह।ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
p
q  का दशमलव प्रसार निश्‍च‍ित रूप से सांत होगा, जब q का अभाज््य गणुनखडं केवल 2, केवल 5 
अथवा 2 और 5 दोनोों हो। क््यया आप व््ययाख््यया कर सकते हैैं कि ऐसा क््योों ह?ै

ऐसा इसलिए ह ैक््योोंकि ऐसी स््थथितियोों मेें हम अंश और हर को एक उपयकु्‍त संख््यया से गणुा करके 
हर को 10 के घातांक के रूप मेें रूपांतरित कर सकते हैैं।

परिमय दशमलव का 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरण

स््थथिति 1 — सांत दशमलव

हमने विगत कक्षाओ ंमेें अध््ययन किया ह ैकि सांत दशमलव को 
 p
q  के रूप मेें कैसे रूपांतरित 

किया जाता ह।ै
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उदाहरण 4 —  0.35 को 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

हम जानते हैैं कि 0.35 =  35 
100  =  7  

20

आइए, अब हम समझते हैैं कि एक असांत (अनवसानी) आवर्ती दशमलव को 
 p
q  के रूप मेें कैसे 

रूपांतरित किया जाता ह।ै
स््थथिति 2 — शुद्ध आवर्ती दशमलव 
एक शदु्ध आवर्ती दशमलव मेें दशमलव बिंद ुके ठीक बाद एक अकं अथवा अंकोों की शृखंला 

की पनुरावतृ्ति प्रारंभ हो जाती ह।ै

उदाहरण 5 —  0.6 को 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

चरण 1 — मान लीजिए x = 0.6 ह।ै
चरण 2 — चूकँि एक अकं की पनुरावतृ्ति हो रही ह ैअत: दोनोों पक्षषों को 101 = 10 से गणुा करने 

पर हमेें 10x = 6.6 प्राप्‍त होता ह।ै
चरण 3 — पहले समीकरण को दसूरे समीकरण मेें से घटाइए —
10x – x = 6.6 – 0.6 = 6
चरण 4 —  9x = 6 को x का मान ज्ञात करने के लिए हल कीजिए।

इस प्रकार, x � � �= =
6
9

2
3

  ह।ै

उदाहरण 6 —  0.45 को 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

मान लीजिए x = 0.45 ह।ै
चूकँि दो अंकोों की पनुरावतृ्ति हो रही ह ैअत: दोनोों पक्षषों को 102 = 100 से गणुा करने पर, हमेें  

100x = 45.45 प्राप्‍त होता ह।ै पहले समीकरण को दसूरे समीकरण मेें से घटाने के पश््‍चचात  
हमेें 99x = 45 प्राप्‍त होता ह।ै

अत:, x = 45 
99  =  5 

11  ह।ै

स््थथिति 3 — सामान््य आवर्ती दशमलव 
एक सामान््य आवर्ती दशमलव मेें दशमलव बिंद ुके ठीक बाद कुछ अनावर्ती अकं होते हैैं और 

इसके पश््‍चचात अंकोों का आवर्ती खडं होता ह।ै

उदाहरण 7 —  0.16 को 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

चरण 1 — मान लीजिए x = 0.16 ह।ै
चरण 2 — सर््वप्रथम दशमलव को इस प्रकार स््थथानांतरित कीजिए कि आवर्ती खडं दशमलव 

बिंद ुके ठीक बाद मेें आए।
चूकँि एक अकं अनावर्ती ह ैतो हम 101 = 10 से गणुा करते हैैं और 10x = 1.6 प्राप्‍त होता ह।ै
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चरण 3 — अब, एक परू््ण आवर्ती चक्र को स््थथानांतरित करने के लिए (1 अकं की पनुरावतृ्तत‍ि ), 
हम पनुः 101 = 10 से गणुा करते हैैं और 100x =16.6  प्राप्‍त करते हैैं।

चरण 4 — दसूरे स््थथानांतरित समीकरण मेें से पहले स््थथानांतरित समीकरण को घटाने पर हमेें 
प्राप्‍त होता ह ै— 

100x – 10x = 16.6 – 1.6 या 90x = 15, अत: x = =
15
90

1
6

उदाहरण 8 — 2.357 को 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

चरण 1 — मान लीजिए  x = 2.357 ह।ै
चरण 2 — यहाँ ‘35’ अनावर्ती ह ै(दो अकं) एवं ‘7’ की पनुरावतृ्ति होती ह ै(1 अकं)। सर््वप्रथम, 

अनावर्ती अंकोों को दशमलव बिंद ुसे पहले स््थथानांतरित करने के लिए हम इसे 102  = 100 से गणुा 
करते हैैं, जिससे हमेें 100x =  235.7 प्राप्‍त होता ह।ै

चरण 3 — अब हम परू््ण आवर्ती चक्र को स््थथानांतरित करने के लिए 101 = 10 से गणुा करते हैैं, 
जिससे हमेें 1000x = 2357.7 प्राप्‍त होता ह।ै

चरण 4 — घटाने पर हमेें 1000x − 100x = 2357.7 − 2357.7 प्राप्‍त होता ह।ै

इस प्रकार 900x = 2122 और x = =
2122
900

1061
450

 ह।ै

उदाहरण 9 — 2.4537  को  
 p
q   के रूप मेें रूपांतरित कीजिए।

चरण 1 — मान लीजिए x = 2.4537 ह।ै
चरण 2 — यहाँ ‘45’ अनावर्ती ह ै (दो अकं) एवं ‘37’ की पनुरावतृ्ति होती ह ै (दो अकं)। 

सर््वप्रथम हम अनावर्ती अंकोों को दशमलव से पहले स््थथानांतरित करने के लिए 102 = 100 से गणुा 
करते हैैं और हमेें 100x = 245.37  प्राप्‍त होता ह।ै

चरण 3 — अब हम परू््ण आवर्ती चक्र को स््थथानांतरित करने के लिए 102 = 100 से गणुा करते 
हैैं, जिससे हमेें 10000x = 24537.37  प्राप्‍त होता ह।ै

चरण 4 — घटाने पर हमेें 10000x − 100x = 24537.37 − 245.37 प्राप्‍त होता ह।ै

अतः 9900x = 24292 और x = =
24292
9900

6073
2475

 ह।ै

रूपांतरण के लिए सारांश सारणी 

दशमलव का प्रकार अनुसरण किए जाने वाले चरण

शुद्ध आवर्ती 
•	 मान लीजिए x दशमलव संख््यया ह।ै
•	 10n से गणुा कीजिए जहाँ n आवर्ती अंकोों की संख््यया ह।ै
•	 इसे मलू समीकरण से घटाइए और x ज्ञात करने के लिए हल कीजिए।
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सामान््य आवर्ती 

•	 मान लीजिए x दशमलव संख््यया ह।ै
•	 10m से गणुा कीजिए, जहाँ m अनावर्ती अंकोों की संख््यया ह।ै पनुः 10n 

से गणुा कीजिए, जहाँ n आवर्ती अंकोों की संख््यया ह।ै
•	 इसे परू््व के समीकरण से घटाइए और x ज्ञात करने के लिए हल कीजिए।

3.6.2 चक्रीय सखं््ययाओ ंका जादू 

जब हम 1
7 के लिए दशमलव की गणना करते हैैं तो हमेें 0.142857142857... या 0.142857 

प्राप्‍त होता ह।ै आवर्ती खडं 142857, गणित के सर््ववाधिक रोचक रत्‍नों मेें से एक ह,ै जो एक चक्रीय 
सखं््यया ह।ै क््यया होता ह,ै जब हम इसे 1 से 6 तक के अंकोों से गणुा करते हैैं —

142857 × 1 = 142857
142857 × 2 = 285714
142857 × 3 = 428571
142857 × 4 = 571428
142857 × 5 = 714285
142857 × 6 = 857142

समान अकं ही चक्रीय क्रम मेें स््थथान परिवर््ततित करते जाते हैैं! यह सुंदर आंतरिक संरचना परिमये 
संख््यया  17  की विशषेता ह।ै

3.6.3 अपरिमेय दशमलव — अव्‍यवस्‍थ‍ित एवं अनंत

अपरिमये संख््ययाओ ंके दशमलव प्रसार मेें वस््ततुत: अकं न कभी समाप्‍त होते हैैं और न ही उनकी 
पनुरावतृ्ति होती ह।ै इनमेें न कोई चक्रीय खडं होता ह ैऔर न ही ऐसा प्रतिरूप होता ह,ै जो अनंत रूप से 
आवर्ती हो। इसके उदाहरणोों मेें सम््ममिलित हैैं —

 2 = 1.4142135623730950488 …
π = 3.1415926535897932384 …

प्रश््‍ननावली 3.5

	 1.	द ीर््घ विभाजन किए बिना निम््नलिख‍‍ित परिमये संख््ययाओ ं मेें से यह निर््धधारित कीजिए कि  
कौन-सी सांत दशमलव ह ै और कौन-सी आवर्ती दशमलव ह ै—  7  

20 ,   4  
15  और   13   

250 , 

तत््पश््‍चचात स््पष्‍ट रूप से दीर््घ विभाजन करते हुए अपने उत्तरोों की जाँच कीजिए और इन परिमये 

संख््ययाओ ंको दशमलव मेें भी व््यक्‍त कीजिए।
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	 2.	  1  
13 के लिए दीर््घ विभाजन कीजिए। अंकोों के आवर्ती खडं को पहचानिए। यदि आप  2   

13 

की गणना करते हैैं तो क््यया यह चक्रीय गणु को प्रदर््शशित करता ह?ै अब आप  3  
13 ,  4  

13
इत््ययादि की गणना कीजिए। आपने क््यया ध््ययान किया? 

	 3.	 निम््नलिखित संख््ययाओ ंको परिमये या अपरिमये के रूप मेें वर्गीकृत कीजिए —

	 (i)	 81

	 (ii)	 12

 	 (iii)	 0.33333 … 

	 (iv)	 0.123451234512345 …

	 (v)	 1.01001000100001… (इस प्रतिरूप पर ध््ययान दीजिए — क््यया इसमेें एकल खडं 
की पनुरावतृ्ति हो रही ह?ै)

	 (vi)	 23.560185612239874790120

		  परिमये संख््ययाओ ंकी स््थथिति मेें उनके स््पष्‍ट भिन््न रूप को ज्ञात कीजिए। 

	 4.	 संख््यया 0.9 (अर््थथात 0.99999) एक परिमये संख््यया ह।ै बीजगणित (मान लीजिए x = 0.9 ह,ै 
10 से गणुा कीजिए और घटाइए) का उपयोग करते हुए व््ययाख््यया कीजिए कि 0.9 ठीक 1 के 
समान क््योों ह?ै

	*5.	 हम दखे चकेु हैैं कि 1 
7 का आवर्ती खडं एक चक्रीय संख््यया ह।ै कुछ और संख््ययाओ ं(n) को ज्ञात 

करने का प्रयास कीजिए, जिनके प्रतिलोम ( 1 
n  ) आवर्ती खडं के ऐसे दशमलव उत््पन््न करते 

होों, जो चक्रीय हैैं।
दशमलव निरूपण की अद्वितीयता का अभाव — जैसे 1 = 10 

10  = 100 
100  होता ह,ै वैसे ही 

परिमये संख््ययाओ ंके दो दशमलव रूप हो सकते हैैं। प्रत््ययेक सांत दशमलव का एक वैकल््पपिक रूप होता 
ह,ै जिसमेें 9 की पनुरावतृ्तत‍ि होती ह ै— 1.000... = 0.999..., 2.47000... = 2.46999...

क््यया यह विस््मयकारी नहीीं ह ैकि 0.999 = 1 होता ह?ै कई लोगोों ने अनमुान लगाया होगा कि 
यह 1 से कुछ कम ह।ै 

3.7 निष््कर््ष — एक अनंत यात्रा 
संख््‍ययाओ ंके संसार मेें हम एक लंबी यात्रा कर चकेु हैैं। प्राचीन भारत मेें हमने व््यतीत हो रह े दिनोों 
का लेखा-जोखा रखने के लिए इशांगो की अस््थथि पर उकेरे गए सरल खाँचोों से लेकर शनू््य की गहन 
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दार््शनिक रिक्‍तता तक की सदुरू यात्रा की ह।ै हमने ब्रह्मगपु्‍त के साथ शनू््य की सीमा-रेखा के पार 
ॠणभार (ॠण) और ॠणात््मक संख््ययाओ ंके क्षेत्र मेें प्रवेश किया। हमने पाया कि संख््ययाओ ंके मध््य 
का अंतराल भिन््नोों से अनंत रूप से सघन ह,ै इसके बाद भी इसमेें  2 और π जैसी अनंत-अनावर्ती-
दशमलव अपरिमये संख््ययाए ँमलू रूप से अंतर््ननिहित हैैं। परिमये और अपरिमये संख््ययाओ ंको संयकु्‍त 
करके हम सतत अखडं वास््तविक सखं््यया रेखा का निर््ममाण करते हैैं। इस संपरू््ण ब्रह््माांड मेें प्रत््ययेक 
लंबाई, प्रत््ययेक तापमान, प्रत््ययेक वास््तविक भौतिक माप का इस संख््यया रेखा पर अपना निवास ह।ै

सखं््ययाओ ंके ससंार का उद्भव
हमारा संख््ययाओ ंका संसार सहस्र वर्षषों के दौरान चरणबद्ध रूप से विकसित हुआ ह ैजिससे मानवीय 
आवश््यकताओ ंकी परू््तति की जा सके — 

•	 �प्राकृत सखं््ययाए ँ (N) — मलूभतू गणन संख््ययाए ँ (1, 2, 3, ...) हैैं। ये परू््णणाकोों के समहू मेें 
सम््ममिलित होती हैैं। 

•	 �पूर््णाांक (Z) — इनमेें शनू््य और ॠणात््मक संख््ययाए ँभी सम््ममिलित होती हैैं {..., −2, −1, 0, 
1, 2,...}। ये बाद मेें परिमये संख््ययाओ ंके समहू मेें समाहित हो जाती हैैं। 

•	 �परिमय सखं््ययाए ँ(Q) — इसमेें 
p
q  रूप के सभी भिन््न सम््ममिलित होते हैैं, जहाँ p, q परू््णाांक और 

q ≠ 0 ह।ै वे उन संख््ययाओ ंके भी रूप मेें होती हैैं जो सांत दशमलव (जैसे 0.135) और आवर्ती 
दशमलव (जैसे 0.142857) होती हैैं। 

•	 �अपरिमय सखं््ययाए ँ(I) — ये संख््ययाए ँउपरोक्‍त संख््ययाओ ंसे पथृक होती हैैं। इस प्रकार की 
संख््ययाओ ंको भिन््नोों के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह ै(जैसे 2 , π, 10  ) और न 
ही इन्‍हें सांत और आवर्ती दशमलव के रूप मेें व्‍यक्‍त किया जा सकता ह।ै 

•	 �वास््तविक सखं््ययाए ँ(R) — परिमय और अपरिमय संख््ययाए ँसाथ मिलकर परूी वास््तविक 
संख््यया रेखा का निर््ममाण करती हैैं।

वास््तविक सखं््ययाएँ
अपरिमय सखं््ययाएँ परिमय सखं््ययाएँ

प्राकृत 
सखं््ययाएँ

पूर््णाांक

चित्र 3.13
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क््यया यह यात्रा समाप्‍त हो चकुी ह?ै क््यया वास््वतिक संख््यया रेखा से परे और अधिक संख््ययाओ ंके 
अन््ववेषण की संभावना शषे ह?ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
इस पहलेी पर विचार कीजिए कि −1 का वर््गमलू क््यया ह?ै हम जानते हैैं कि 1 × 1 = 1 होता ह।ै हम यह 
भी जानते हैैं कि (−1) × (−1) = 1 होता ह।ै ऐसी कोई भी वास््तविक संख््यया नहीीं ह ैकि जब उसे स््वयं 
से गणुा करेें तो परिणाम ॠणात््मक संख््यया प्राप्‍त हो। अत: −1  का संख््यया रेखा पर अस््ततित््व नहीीं ह।ै 

इसके समाधान के लिए, गणितज्ञञों ने इस संख््यया-रेखा से परू््णतः विमखु संख््ययाओ ंके एक नए 
आयाम का आविष््ककार किया, जिसे i वर््ण द्वारा निरूपित किया गया, जो काल््पनिक सखं््ययाओ ंके 
लिए प्रयकु्‍त होता ह।ै यद्यपि ये संख््ययाए ँकाल््पनिक लगती हैैं, तथापि ये आधनुिक विद्युत अभियांत्रिकी, 
क््ववाांटम यांत्रिकी और उस तकनीक के लिए अनिवार््य हैैं जो आपके मोबाइल को ऊर््जजा दतेी हैैं। परंत ु
यह यात्रा आगामी वर््ष के लिए ह।ै अभी आप वास््तविक संख््ययाओ ंके विषय मेें अपने ज्ञान को सदुृढ़ 
कीजिए क््योोंकि ब्रह््माांड व््ययापक रूप से इनकी ही भाषा मेें लिपिबद्ध ह।ै 

अंतिम प्रश््‍ननावली 

	 1.	 निम््नलिखित परिमये संख््ययाओ ंको दीर््घ विभाजन की प्रक्रिया के माध््यम से सांत दशमलव या 
अनावर्ती और आवर्ती दशमलव (जो भी उपयकु्‍त हो) मेें रूपांतरित कीजिए —

	 (i)	   3  
50 	 (ii)	 2

9

	 2.	सि द्ध कीजिए कि 5  एक अपरिमये संख््यया ह।ै

	 3.	 निम््नलिखित दशमलव संख््ययाओ ंको 
 p
q  के रूप मेें रूपांतरित कीजिए —

	 (i)	 12.6	 (ii) 	 0.0120	 (iii)	 3.052

	 (iv) 	 1.235	 (v)	 0.23	 (vi)	 2.05

	 (vii) 	 2.125	 (viii)	 3.125	 (ix)	 2.1625

	 4.	 निम््नलिखित परिमये संख््ययाओ ंको संख््यया रेखा पर निरूपित कीजिए —

	 (i)	 0.532	 (ii)	 1.15
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	 5.	 3 और 4 के मध््य 6 परिमये संख््ययाए ँज्ञात कीजिए। 
	 6.	 2

5 और 35 के मध््य 5 परिमये संख््ययाए ँज्ञात कीजिए।

	 7.	 1
6  और 25  के मध््य 5 परिमये संख््ययाए ँज्ञात कीजिए।

	 8.	 यदि 
x x
3 5

16
15

+ =  ह ैतो परिमये संख््यया x ज्ञात कीजिए।

	 9.	 मान लीजिए a और b दो ऐसी शनू््ययेतर परिमये संख््ययाए ँहैैं कि a
b

+ =
1 0  ह।ै

		  कोई संख््ययात््मक मान निर््ददिष्‍ट किए बिना निर््धधारित कीजिए कि ab धनात््मक ह ैया ॠणात््मक। 
अपने उत्तर को सत््ययापित कीजिए। 

	10.	 एक परिमेय संख््यया का सांत दशमलव प्रसार ह ैव जिसका अंतिम शनू््ययेतर अंक चौथे दशमलव 

स््थथान पर ह।ै प्रदर््शशित कीजिए कि ऐसी संख््यया को 
  p  
104  के रूप मेें व््यक्‍त किया जा सकता 

ह,ै जहाँ p एक परू््णाांक ह ैजो 10 से अविभाज््य ह।ै क््यया यह आवश््यक ह ै कि इस परिमेय 

संख््यया का हर जब अपने सरलतम रूप मेें लिखा जाता ह ैतो वह 24 या 54 से विभाज््य हो? 
कारण बताइए।

	11.	वि भाजन किए बिना यह निर््धधारित कीजिए कि  18  
125  का दशमलव प्रसार सांत ह ैया असांत। 

यदि यह सांत ह ैतो दशमलव स््थथानोों की संख््यया बताइए।

	12.	 अपने सरलतम रूप मेें एक परिमये संख््यया का हर 23 × 5 ह।ै इसके दशमलव प्रसार मेें कितने 
दशमलव स््थथान होोंगे? अपने उत्तर की व््ययाख््यया कीजिए।

	*13.	 मान लीजिए a =  7 
12  और b = 56  है। a और b दोनोों को 

k

m

1  और 
k

m

2  के रूप मेें व््यक्‍त 

कीजिए, जहाँ k
1
, k

2
 और m पूर््णाांक हैैं और k

2
 −k

1
 > 6 है। समान हर m का उपयोग 

करते हुए a और b के मध््य स््थथित ठीक पाँच भिन््न परिमेय संख््ययाएँ लिखिए, जिनके 
अंश पूर््णाांक होों। स््पष्‍ट कीजिए कि इस विधि से दो परिमेय संख््ययाओ ंa और b के मध््य 
स््थथित ऐसी n परिमेय संख््ययाओ ंको ज्ञात करने के लिए k

2
 − k

1
 > n + 1 प्रतिबंध क््योों 

आवश््यक है।

	*14.	त ीन परिमये संख््ययाए ँx, y, z इस प्रकार हैैं कि x + y + z = 0 और xy + yz + zx = 0  
प्रतिबंध संतषु्‍ट होते हैैं। प्रदर््शशित कीजिए कि सभी परिमये संख््ययाए ँx, y, z एक साथ आवश्‍यक 
रूप से शनू््य ही होोंगी। 

	*15.	 प्रदर््शशित कीजिए कि परिमये संख््यया 
a b+( )
2

, परिमये संख््ययाओ ंa और b के मध््य स््थथित ह।ै

Chapter 3.indd   65Chapter 3.indd   65 6/12/2026   9:41:29 AM6/12/2026   9:41:29 AM



66 गणि‍त मजंरी | कक्षा 9 | भाग 1

	16.	चि त्र 3.14 (जिसे वर््गमलू सर््पपिल कहा जाता ह)ै मेें प्रदर््शशित सभी समकोण त्रिभजुोों के कर्णणों की 
लंबाई ज्ञात कीजिए। 

चित्र 3.14 — वर््गमलू सर््पपिल 

सारांश

इस अध््ययाय मेें आपने निम््नलिखित संकल््पनाओ ंका अध््ययन किया — 

•	 प्राकृत सखं््ययाए ँ(N) गणन संख््ययाए ँ{1, 2, 3, ...} होती हैैं जिनका उद््भव हजारोों वर्षषों परू््व 
मानव की गिनती करने की आवश््यकता के फलस््वरूप हुआ था।

•	 शून््य की सकंल््पना को दार््शनिकोों द्वारा भारत मेें विधिवत रूप से प्रस््ततुत किया गया था और 
इसके उपरांत ब्रह्मगपु्‍त (629 सामान्‍य संवत) ने रिक्‍तता (शनू््यता) की दार््शनिक स््थथिति को एक 
वास््तविक संख््यया मेें रूपांतरित किया, जिसके आधार पर व्‍यक््‍तति अकंीय संक्रियाए ँकर सकता 
ह।ै ब्रह्मगपु्‍त ने ॠणात््मक संख््ययाओ ंअर््थथात 0 से छोटी संख््ययाओ ंका भी परिचय करवाया।

•	 पूर््णाांक (Z), संख््यया रेखा को 1 से बार्इं ओर 0 के साथ-साथ उन ॠणात््मक संख््ययाओ ंको 
सम््ममिलित कर विस््ततार दतेा ह,ै जिन््हेें ब्रह्मगपु्‍त ने ऐतिहासिक रूप से ‘धन-संपत्तत‍ि’ (धन) के 
विपरीत ॠणभार (ॠण) के रूप मेें वर्गीकृत किया था।

•	 ब्रह्मगुप्‍त के नियम, प्रतीकात््मक चिह्ननों के साथ अकंगणित के लिए एक सदुृढ़ रूपरेखा को 
प्रस््ततुत करते हैैं, जिसमेें ‘दो ॠणोों का गणुनफल धन होता ह’ै(− × − = +) जैसे नियम के  
साथ-साथ शनू््य के नियम सम््ममिलित हैैं।
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•	 परिमय सखं््ययाओ ं(Q) को ऐसी किसी भी संख््यया के रूप मेें परिभाषित किया गया ह ैजिसे 
अनपुात  pq  (जहाँ p और q परू््णाांक और q ≠ 0 ह)ै के रूप मेें व््यक्‍त किया जा सकता ह।ै 
ब्रह्मगपु्‍त ने परिमये संख््ययाओ ंके योग, घटाव, गणुन और विभाजन के औपचारि‍क नियमोों को 
भी विधिवत रूप से प्रस््ततुत किया। 

•	 परिमय सखं््ययाए ँसघन होती हैैं। इसका अर््थ यह ह ैकि किन्‍हीं भी दो परिमये संख््ययाओ ंके मध््य 
सदवै एक परिमये संख््यया स््थथित होती ह।ै

•	 अपरिमय सखं््ययाए,ँ 2  और π जैसे वे मान होते हैैं, जिन््हेें भिन््नोों के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं 

किया जा सकता ह।ै उनका अस््ततित््व प्रमाणित करता ह ैकि संख््यया रेखा पर रिक्‍त स््थथान होते 

हैैं जिनकी परू््तति केवल परिमये संख््ययाए ँनहीीं कर सकती हैैं। किसी संख््यया की अपरिमयेता का 
प्रथम प्रमाण 2  था जिसे हिप््पपासस (लगभग 400 सामान्‍य संवत परू््व) द्वारा दिया गया था। 
यह विरोधाभास द्वारा उपपत्ति थी। π की अपरिमयेता का प्रमाण स््वविस गणितज्ञ जोहान््न लैम््बर््ट 
ने 1761 मेें दिया था (इस संदर््भ मेें यह संदहे ह ैकि π की अपरिमयेता का प्रमाण आर््यभट ने 
499 सामान्‍य संवत मेें दिया था)।

•	 वास््तविक सखं््ययाए ँ(R) सभी परिमये और अपरिमये संख््ययाओ ंका परू््ण संघ ह,ै जो परू््ण रूप 
से सतत एवं अखडं रेखा का निर््ममाण करती हैैं, जहाँ प्रत््ययेक वास््तविक भौतिक माप के लिए 
एक संगत बिंद ुविद्यमान ह।ै

•	 दशमलव प्रसार परिमये बनाम अपरिमये के लिए एक गणितीय यकु्‍त‍ि के रूप मेें कार््य करता 
ह।ै परिमये संख््ययाए ँसदवै सांत अथवा आवर्ती दशमलव के रूप मेें होती हैैं जबकि अपरिमये 
संख््ययाए ँअनंत चलने वाले अनावर्ती दशमलव के रूप मेें होती हैैं।

•	 चक्रीय सखं््ययाओ ं का उदाहरण 1
7  के दशमलव प्रसार मेें दखे े गए आवर्ती खडं के अकं 

(142857) थे, जो परिमये संख््ययाओ ंमेें निहित सौम््य और सममित आंतरिक प्रतिरूपोों को 
प्रकट करती हैैं।

•	 काल््पनिक सखं््ययाओ ंको अंतिम संकल््पनात््मक सीमांतक के रूप मेें −1  जैसी संक्रियाओ ं
को हल करने के लिए प्रस््ततुत किया गया ह,ै जिनका हल वास््तविक संख््यया रेखा पर नहीीं किया 
जा सकता और जिनके लिए गणित के एक नवीन आयाम की आवश््यकता ह।ै

Chapter 3.indd   67Chapter 3.indd   67 6/12/2026   9:41:30 AM6/12/2026   9:41:30 AM


