
समष्‍ट‍ि मापन — 
परिमाप और क्षेत्रफल 

चित्र 6.1—  4 × 100 मीटर रिले दौड़ के आरंभिक स््थथान पर धावक

चित्र 6.1 मेें आप दखे सकते 
हैैं कि धावक 4 × 100 मीटर 
रिले दौड़ के आरंभिक स््थथान पर 
एकत्रित हैैं। दौड़-पथ (ट्रैक) बनाए 
जा चकेु हैैं और सभी धावक इन 
पथोों पर दौड़ने के लिए तैयार हैैं। 
क््यया आपने ध््ययान दिया कि सभी 
धावक समान आरंभिक रेखा पर 
नहीीं हैैं? 

ऐसा लगता है कि बाह्य दौड़-पथोों के धावक आतंरिक दौड़-पथोों के धावकोों से आगे से आरंभ कर 
रह ेहैैं जबकि समापन रेखा सबके लिए एक ही है। इसका क््यया कारण हो सकता है? आसन््न दौड़-पथोों 
की आरंभिक रेखाओ ंमेें अतंर को ‘सांतरण’ (स््टटैगर) कहते हैैं। ध््ययान दीजिए कि सांतरण की प्रक्रिया 
बाह्यतम दौड़-पथ तक चलती‍ रहती है। क््यया आप विचार कर सकते हैैं कि सांतरण किसी धावक (बाह्य 
दौड़-पथ या आतंरिक दौड़-पथ के धावकोों को) को अनचुित लाभ दतेा है? ऐसा क््योों अथवा क््योों 
नहीीं है? आयोजक किस आधार पर दौड़-पथोों के मध््य सांतरण का माप तय कर सकते हैैं?

सोचिए और विचार कीजिए
मरेे विद्यालय मेें खले का मैदान 400 मीटर दौड़-पथ के लिए बहुत छोटा है इसलिए वहाँ 200 मीटर 
का दौड़-पथ बनाया गया। क््यया इसका अर््थ यह है कि हमारे विद्यालय मेें समान 4 × 100 मीटर रिले 
दौड़ के लिए हमेें छोटे सांतरण वाले (अर््थथात ओलंपिक मेें उपयोग किए जाने वाले सांतरण से छोटे) 
दौड़-पथोों की आवश््यकता है? 

4 × 100 मीटर धावक दौड़-पथ के लिए आवश््यक दौड़-पथ सांतरण के संबंध मेें प्रश्‍न हल करने 
लिए हमेें यह जानना होगा कि एक वतृ्त के चारोों ओर की लंबाई कैसे ज्ञात करेें।

6
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119समष्‍ट‍ि मापन — परिमाप और क्षेत्रफल

6.1 आकृति का परिमाप

किसी दी गई आकृति के लिए उसका परिमाप उसकी सभी सीमा-रेखाओ ंकी कुल लंबाई होता है। 
कल््पना कीजिए कि एक छोटा कीड़ा इसके चारोों ओर की सीमा-रेखा पर टहलने जा रहा है और वह 
तब तक नहीीं मड़ुता जब तक कि वह पनु: अपने आरंभिक बिद ुपर नहीीं आ जाता है। कीड़े के द्वारा इस 
प्रकार तय की गई दरूी को उस आकृति का परिमाप कहते हैैं।

अत: a इकाई भजुा वाले वर््ग का परिमाप 
4a इकाई होता है। a भजुा वाले समबाहु 
त्रिभजु का परिमाप 3a इकाई होता है। 

चित्र 6.2(क)
a इकाई

चित्र 6.2(ख)
a इकाई

a इकाई लंबाई और b इकाई चौड़ाई वाले आयत का परिमाप 2(a + b) इकाई होता है। ध््ययान 
दीजिए कि वर््ग के परिमाप का सतू्र, a = b वाले आयत के परिमाप के सतू्र की एक ‘विशिष्ट स््थथिति’ है।

r

चित्र 6.3

यहाँ हमेें एक r इकाई त्रिज््यया वाला एक वतृ्त दिखाई द ेरहा 
है। इसका परिमाप क््यया है? हम इसे कैसे ज्ञात करते हैैं? 

सोचिए और विचार कीजिए
इस प्रश्‍न और 400 मीटर दौड़-पथ से संबंधित प्रश्‍न के मध््य क््यया संबंध है?

वतृ्त के परिमाप के संबंध मेें प्रश्‍न का उत्तर दनेे के लिए हमेें चरणबद्ध रूप से आगे बढ़ना होगा। 

यदि हम किसी वर््ग की भुजाओ ं को 
दोगुना कर देें तो उसके परिमाप पर क््यया 
प्रभाव पड़ेगा? परिणामस््वरूप, परिमाप भी 
दोगुना हो जाएगा। इसके परिमाप और भुजा 
का अनुपात 4:1 होता है और यह सभी वर्गगों 
के लिए भी मान््य है। वर््ग की भुजा की लंबाई 
बढ़ने (या कम) होने पर भी, परिमाप और 
भुजा का अनुपात 4:1 पर स््थथिर रहता है।

भजुा = 2 इकाई

भजुा = 4 इकाई

परिमाप = 8 इकाई परिमाप = 16 इकाई

चित्र 6.4 — परिमाप और भजुा का अनपुात 4:1 ह ै
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समबाहु त्रिभजु के लिए परिमाप और भजुा का अनपुात 3:1 होता है। समबाहु त्रिभजु की भजुा 
की लंबाई बढ़ने (या कम) होने पर भी, उसके परिमाप और भजुा का अनपुात 3:1 पर स््थथिर रहता है। 

C
C

C

D D D

चित्र — 6.5

वतृ्त के संबंध मेें क््यया कहेेंगे? इसका 
परिमाप (सामान््यत: जिसे परिधि कहा जाता 
है) का व््‍ययास से क््‍यया संबंध होगा?  

क््यया सभी आकार के वतृ्ततों (चित्र 6.5) के 
लिए परिधि (C) और व््ययास (D) का अनपुात 
समान होता है? आपका क््यया विचार है?

6.2 वतृ्त का परिमाप — C/D अनुपात
प्राचीन समय मेें लोगोों को यह बोध हुआ कि भले ही यदि हम वतृ्त के आकार मेें परिवर््तन कर देें, फिर 
भी वतृ्त की परिधि और व््ययास का अनपुात परिवर््ततित नहीीं होता है।

आइए, हम इस अनपुात को वतृ्त का ‘C/D अनपुात’ कहते हैैं।
C/D अनपुात का मान क््यया है?
आप इस अनपुात का आकलन कैसे करेेंगे?

मापन सबंंधी गृहकार््य
आप C/D अनपुात का आकलन करने के लिए अपने घर पर एक सरल मापन कर सकते हैैं। एक 
धागे की रील (कॉटन रील) लीजिए, जिस पर पतला धागा लिपटा हुआ हो। रील के व््ययास D को 
यथासभंव सटीकता से माप लीजिए। पतले धागे को खोलिए और तत््पश््‍चचात धागे को रील के चारोों 
ओर 20 बार कसकर लपेटिए। इसे पनुः खोलिए और इसकी लंबाई L को मापिए तथा L

20D
 की 

गणना कीजिए। यह वही अनपुात है जिसे हम ज्ञात करना चाहते हैैं। सटीकता के लिए, धागा बहुत 
पतला होना चाहिए। कृपया यह प्रयोग कीजिए! क््यया आपको 3 और 4 के मध््य का अनपुात प्राप्‍त 
होता है? क््यया आपको 3.1 और 3.2 के मध््य का अनपुात प्राप्‍त होता है?

शदु्ध ज््ययामिति का उपयोग करके भी C/D अनपुात का आकलन संभव है, अर््थथात बिना 
किसी मापन के भी! क््यया आप कल््पना कर सकते हैैं कि कैसे?

C/D की रोमांचक यात्रा — प्राचीन अनुमानोों से लेकर माधव के सटीक 
सतू्र तक
समस्‍त भौगोलिक क्षेत्ररों के गणितज्ञञों की प्राचीन काल से ही वतृ्ततों और C/D अनपुात मेें रुचि रही है। इस 
अचर को, जिसे अब हम π (पाई) उच््चचारित करते हैैं, यह गणित की विभिन््न शाखाओ ंके मध््य एक 
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सेत ुका कार््य करता है और सीधी-कोर वाले बहुभजुी संसार को प्रकृति के अनंत वक्ररों से जोड़ता है। 
प्राचीन सभ््यताए ँजहाँ निर््ममाण और व््ययापार के लिए व््ययावहारिकता और ‘पर््ययाप्‍तता’ मानकोों पर निर््भर 
थीीं, अतंतः इस अनपुात के अन््ववेषण मेें गणितज्ञञों की गहरी रुचि बन गई, जिसने गणित के सिद््धाांतोों की 
कृत्रिमता को नए मानदडं प्रदान किए। 

मसेोपोटामिया (लगभग 1900 सामान्‍य संवत परू््व) मेें गणितज्ञ अशोधित परू््णाांक मान 3 से आगे 
बढ़ गए थे। उन््हेें बोध हुआ कि एक वतृ्त की परिधि, उसके अतंर््गत बने षट्भजु के परिमाप से थोड़ी 
अधिक होती है। उन््होोंने यह निष््कर््ष निकाला कि π का मान 3 से अधिक होना चाहिए और उन््होोंने π 
का मान 3 + 18 = 3.125 लिया।

r = 1
O

चित्र 6.6 — मसेोपोटामियाई षट्भजु-वतृ्त तलुना। क््यया आप दखे सकते हैैं कि यह क््योों π > 3 दर््शशाता ह?ै

250 सामान्‍य सवंत पूर््व तक, सिरक््ययूज के आर््ककिमि डीज ने इस प्रश्‍न को और आगे तक 
लेकर गए है। उन््होोंने π के मान को वतृ्त के अतंर््गत और परिगत रचित बहुभजुोों के परिमाप के मध््य मेें 
‘समाविष्‍ट’ कर दिया। ‘अतंर््गत’ और ‘परिगत’ षट्भजुोों का उपयोग करके आर््ककिमि डीज ने दर््शशाया 
कि π का मान 3 और 2 3 3 46⊕ . ≈ 3.46 के मध््य है। इसी प्रकार, 96-भजुा वाले बहुभजु तक कार््य करते 

हुए आर््ककिमि डीज ने पाया कि 3 10  
71  < π < 3 1  

7  होता है।

r = 1
a

a

a

चित्र 6.7 — आर््ककिमि डीज-विधि मेें ‘अतंर््गत’ और ‘परिगत’ बहुभजुोों का उपयोग किया गया ह।ै  
क््यया आप दखे सकते हैैं कि अतंर््गत और परिगत षट्भजुोों का यह चित्र हमेें बताता ह ैकि  

क््योों π का मान 3 और 2 3  के मध््य ह?ै  
( सकेंत — बौधायन-पाइथागोरस प्रमये का उपयोग कीजिए।)
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 लगभग 150 सामान्‍य संवत मेें एलेक््जेेंड्रिया के टॉलेमी ने आर््ककिमि डीज के अभिकलन को अपनी 

खगोलीय सारणी मेें उपयोग करने के लिए परिष््ककृ त किया और π का मान 377  
120  ≈ 3.14167 दिया। 

इसके कुछ ही समय पश््‍चचात, चीन मेें लिय हुई (263 सामान्‍य संवत) के ‘वतृ्त-काटने की विधि’ 
(सर््क ल कटिग मैथड) ने जू चोोंगजी (480 सामान्‍य संवत) द्वारा इस संदर््भ मेें दी गई दो बड़़ी सफलताओ ं
का आधार तैयार किया। ज ू ने बहुभजु सन््ननिकटन विधि को 24,576 भजुाओ ं तक विस््ततारित 

किया! उन््होोंने इसका उपयोग π के लिए 22
7  ≈ 3.1428 का ‘यएूल ू— yuelü’ (सन््ननिकट अनपुात) 

और 355  
113  ≈ 3.1415929 का ‘मिय ू— Miü’ (निकटस््थ अनपुात) ज्ञात करने के लिए किया। परिमये 

भिन््न 355  
113  का मान π के इतना निकट था कि यह 800 से अधिक वर्षषों तक विश्‍‍व मेें π के लिए सबसे 

सटीक मान बना रहा। अब यह ज्ञात हुआ है कि 15,000 से कम ‘हर’ वाला कोई भी परिमये भिन््न π 
के मान के इतना निकट नहीीं हो सकता, जितना यह भिन््न है!

499 सामान्‍य संवत मेें आर््यभट ने π के लिए 62832  
20000 = 3.1416 का मान दिया। महत्तत्वपरू््ण बात 

यह है कि उन््होोंने इस मान को ‘आसन््न’ अर््थथात ‘समीप’ या ‘सन््ननिकट’ बताया। इस पर अधिक ध््‍ययान 
दनेे से ज्ञात होता है कि इस अनपुात को केवल एक सरल भिन््न के रूप मेें नहीीं लिखा जा सकता। इस 
दौरान ब्रह्मगुप्‍त (628 सामान्‍य संवत) ने π के लिए 10  = 3.1622 मान का उपयोग करने का 
सझुाव दिया। यद्यप‍‍ि यह थोड़़ा कम सटीक था, परंत ुउन््होोंने इसकी गणितीय सहजता और समीकरण 
मेें इसका सरलता से उपयोग किए जा सकने के कारण इसे चनुा, π के मान के लिए 10  एक ऐसा 
चयन था, जो कई शताब्‍द‍ियोों पश््‍चचात तक भी अरब जगत और मध््यकालीन यरूोप मेें इसका मखु््य 
सन््ननिकट मान बना रहा।

बाद के वर्षषों मेें, कई महान गणितज्ञञों ने π का अध््ययन किया, जिसमेें इसके सन््ननिकटन भी 
सम््ममिलित थे, परंत ुकोई भी सन््ननिकटन ज ूके दिए मान 355  

113  जितना सटीक नहीीं था अथवा बीजगणित 

सररलीकरण, 22
7 , 3.1416 और 10  जितना सरल नहीीं था, जब तक कि संगमग्राम के माधव का 

कार््य नहीीं आया, जिन््होोंने इसे सदवै के लिए परिवर््ततित कर दिया। माधव को अनभुव हुआ कि यह 
मात्र एक संख््यया नहीीं थी, जिसे भिन््न और दसूरे परिमित बीजगणितीय व््ययंजकोों से सन््ननिकटित किया 
जा सके, कित ुयह एक सीमा थी जिस तक पहुचँना था। इस प्रकार माधव ने π के लिए पहला सटीक 
सतू्र ढँूढ़़ा —

 π
4

 = 1 – 1
3  + 1

5  – 1
7  + …

क््यया यह एक सुदर और आकर््षक सूत्र नहीीं है? माधव का सूत्र जो ‘अनंत श्रेणी’ के रूप मेें दिया 
गया था, गणित के लिए एक क््राांतिकारी परिवर््तन था। वतृ्त को ज््ययामितीय रूप मेें काटने से लेकर 
संख््ययाओ ंके विश््‍ललेषणात््मक योग की ओर बढ़ते हुए माधव ने गणित की उस शाखा को जन््म दिया, 
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जिसे ‘कलन’ या ‘कलनशास्‍त्र’ के नाम से जाना जाता है। उनकी अनंत श्रेणी ने उन््हेें π के मान की 
गणना 11 दशमलव स््थथान (3.14159265358) तक कर पाने मेें मखु्‍य भमूिका निभाई और यह 
प्रमाणित किया कि किसी वतृ्त की परिधि और उसके व््ययास के मध््य का संबंध गणित के एक पूर््णतया 
नए क्षेत्र के लिए द्वार था। 

समय के साथ कुशल और कुशल अनंत श्रेणियाँ विकसित हुर्इं, जिनसे π का मान और अधिक 
दशमलव स््थथानोों तक भी शीघ्रता से मिलने लगा। माधव के पश््‍चचात इस प्रश्‍न पर मखु््य सफलताए ँनीलकंठ 
(लगभग 1500), माचिन (1706), रामानजुन (1914) और रामानजुन के विचार को कुशलतापरू््वक 
आगे बढ़़ाने वाले चडुनोव््स्ककी बंधओु ं(1988) को मिली। वर््तमान मेें उनकी कलन-विधि का उपयोग 
करके, हम π को नील (सैकड़ोों ट्रिलियन) अकंोों तक जानते हैैं! हम आगे की कक्षाओ ंमेें कलनशास्‍त्र 
के क्षेत्र के संबंध मेें और अधिक जानेेंगे।

1706 मेें वेल््श के गणितज्ञ विलियम जोन््स ने C/D अनपुात को दर््शशाने के लिए ग्रीक अक्षर π का 
उपयोग किया क््योोंकि π परिमाप के लिए उपयोग किए जाने वाले ग्रीक शब््द ‘पेरिमिट्रोज’ का पहला 
अक्षर है। इस प्रतीक चिह्न को स््वविस-जर््मन गणितज्ञ लियोनहार््ड यलूर (उच््चचारण ‘ऑइलर’) ने प्रसिद्धि 
दिलाई थी। हम तब से उसी चिह्न का उपयोग करते आ रह ेहैैं!

6.3 ππ अपरिमेय है
π के अकं बिना किसी दिखने वाले प्रतिरूप के निरंतर चलते रहते हैैं। आप पहले से ही जानते हैैं कि 
‘भिन््न’ एक लयबद्ध प्रतिरूप के साथ दशमलव प्रसार को दर््शशाते हैैं, जैसे —

1
3 = 0.33333..., 1

11 = 0.09090909..., 17 = 0.142857 142857... 

परंत ुπ के लिए ऐसा कोई प्रतिरूप नहीीं दिखता है! इससे यह बोध हुआ कि इसे दो परू््णाांकोों के 
अनपुात के रूप मेें नहीीं लिखा जा सकता। ऐसी संख््ययाओ ंको ‘अपरिमये’ कहा जाता है। स््मरण रखिए 
कि एक परिमये संख््यया वह संख््यया होती है जिसे किसी ‘भिन््न’ के रूप मेें लिखा जा सकता है, जहाँ 

a, b परू््णाांक हैैं और b, 0 के समान नहीीं है, जैसे — संख््ययाए ँ 12
3 , –7

11  और 1.4 हैैं। 

कक्षा 8 मेें आपने अध्‍ययन किया था कि 2  एक अपरिमये संख््यया है। उनके लेखोों से ऐसा 

अनमुान होता है कि आर््यभट और ज ूचोोंगजी ने π को अपरिमये माना था। शताब््‍ददि‍योों पश््‍चचात (1761) 

गणितज्ञ लैम््बर््ट ने दर््शशाया कि ऐसा ही है अर््थथात π अपरिमये है। परंत ुइसे प्रमाणित करने के लिए उन््नत 
गणित की आवश््यकता होती है, जिसे हम बहुत बाद मेें सीखेेंगे।

चूकँि π अपरिमये है इसलिए π के लिए कोई ‘सर्वोत्तम भिन््न’ नहीीं है। यदि π के निकट मान का 
कोई भिन््न विद्यमान है तो हम उससे निकटतम दसूरा भिन््न भी ढँूढ़ सकते हैैं। 
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प्रसिद्ध भिन््न 22
7

 अधिकतर व््ययावहारिक उपयोग के लिए पर््ययाप्‍त है। परंत ु यह ध््ययान रखना 

आवश््यक है कि π, 22
7

 के समान नहीीं है (ये ‘निकट है कित ुसमान नहीीं है’)। इसलिए हम π ≈ 22
7  

तथा π ≠ 22
7  भी लिखते हैैं। इसी प्रकार, हम 2 ≈ 1.414 तथा 2 ≠ 1.414 लिख सकते हैैं।

जैसा कि आपने परू््व मेें ध््ययान दिया होगा कि π के लिए एक बहुत सटीक सन््ननिकटन 355  
113  है।

रोचक तथ््य

π के कुछ आरंभिक दशमलव अकं स््मरण रखने की एक रोचक विधि यहाँ दी गई है —
How I wish I could recollect pi.

उपरोक्‍त अगं्रेजी कथन के प्रत््ययेक शब््द मेें अक्षरोों की संख््यया गिनिए (3, 1, 4, 1, 5, 9, 2) और 

आपको π के अकं प्राप्‍त हो जाएगँे! इसलिए π ≈ 3.141592... है। 

चूकँि π ≈ 3.14 और π ≈ 22
7  भी है इसलिए 14 मार््च (उत्तरी अमरेिका मेें ‘3-14’ लिखा 

जाता है) को प्रत््ययेक वर््ष पाई दिवस के रूप मेें मनाया जाता है और 22 जलुाई (भारत मेें ‘22-7’ 

लिखा जाता है) को प्रत््ययेक वर््ष पाई सन््ननिकटन दिवस के रूप मेें मनाया जाता है।
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6.4 वतृ्त की चाप की लंबाई

A B
O

r

चित्र 6.8 — दो अर्दद्धवतृ्त मिलकर एक 
परू््ण वतृ्त बनाते हैैं।

d व््ययास वाले एक वतृ्त की परिधि πd है। चूकँि व््ययास, 
त्रिज््यया का दोगनुा है, इसलिए हम वतृ्त की परिधि को 
2πr भी लिख सकते हैैं, जहाँ r त्रिज््यया है।

समान त्रिज््यया r वाले अर्दद्धवतृ्त की लंबाई क््यया 
होगी (चित्र 6.8 दखेिए)?

यदि हम वतृ्त के व््ययास AB के सापेक्ष प्रतिबिबित 
करते हैैं तो लाल अर्दद्धवतृ्त और नीला अर्दद्धवतृ्त अपना 
स््थथान परिवर््ततित कर लेते हैैं। इससे स््पष्‍ट होता है कि 
उनके अर्दद्धवतृ्तीय चाप की लंबाई समान है, जो कि 
2πr ÷ 2 = πr  है।

आकृति को वतृ्त के व््ययास AB के सापके्ष प्रतिबिबित करने के स््थथान पर हम संपरू््ण वतृ्त को केें द्र O 
के चारोों ओर 180° के कोण से घमुाने अर््थथात वतृ्त को आधा घमुाकर भी कल््पना कर सकते हैैं। इसका 
प्रभाव भी वही रहता है और हमेें अर्दद्धवतृ्तीय चाप की लंबाई के लिए समान सतू्र ही प्राप्‍त होता है।

A

B

D

OC

चित्र 6.9 — चार चतरु््थाांश वतृ्त मिलकर एक 
परू््ण वतृ्त निर््ममित करते हैैं

समान त्रिज््यया वाले चतुर््थाांश वतृ्त  की लंबाई क््यया 
होगी (चित्र 6.9)?

कल््पना कीजिए कि संपरू््ण आकृति को 90°, 
दक्षिणावर््त या वामावर््त घमुाया जाए। इस प्रकार, 
प्रत््ययेक चतरु््थाांश वतृ्त घमूता है और दसूरे चतरु््थाांश 
वतृ्त को ढक लेता है। इसलिए प्रत््ययेक चतरु््थाांश वतृ्त 
के चाप की लंबाई एक समान होती है और यह 
2πr ÷ 4 = πr

2
 के समान होती है।

निम््नलिखित बिदओु ंपर ध््ययान दीजिए —

•	 अर्दद्धवतृ्त की लंबाई का सतू्र 2πr × 180o 
360o भी लिखा जा सकता है।

•	 एक चतरु््थाांश वतृ्त की लंबाई का सतू्र 2πr × 90o 
360o भी लिखा जा सकता है।
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इनसे हम किसी वतृ्त के चाप की लंबाई के सतू्र का अनमुान वतृ्त के केें द्रबिद ुपर बनने वाले कोण 
(अर््थथात वह कोण जो यह ‘अतंरित’ करता है) के पदोों मेें भी लगा सकते हैैं।

θ°
O

A

B

चित्र 6.10 — वतृ्त के चाप की लंबाई

यदि चाप AB है तथा यह वतृ्त के केें द्र O पर 
θ ° का कोण अतंरित करती है तो चाप की लंबाई 

2πr × 2
360

π
θr× °
°

. है।

400 मीटर दौड़-पथ पर विस््ततृत दृष्‍ट‍ि

चित्र 6.11 — दौड़-पथ का योजनाबद्ध चित्र

चित्र 6.11 मेें 400 मीटर का दौड़-पथ दर््शशाया गया है। आप यहाँ 84.39 मीटर के दो सीध ेखडं 
और दो वक्रीय खडं दखे सकते हैैं जो उभयनिष्‍ठ केें द्र (बिद ुA और B) वाले अर्दद्धवतृ्त हैैं; दोनोों ओर बने 
सबसे आतंरिक अर्दद्धवतृ्त की त्रिज््यया 36.5 मीटर है। प्रत््ययेक पथ की चौड़़ाई 1.22 मीटर है।
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मान लीजिए कि एक धाविका किसी दौड़-पथ का एक संपरू््ण चक््कर लगाती है। वह कुल कितनी 
दरूी दौड़कर तय करती है?

•	 मान लीजिए कि वह आतंरिक सीमा-रेखा से 0.3 मीटर के अतंर पर दौड़ती है।

•	 वह 84.39 मीटर लंबाई के दो सीध ेखडंोों मेें दौड़ती है, जो कुल 168.78 मीटर हैैं।

•	 वह (36.5 + 0.3) मीटर अर््थथात 36.8 मीटर त्रिज््यया के दो अर्दद्धवतृ्त पर भी दौड़ती है।

•	 दोनोों समान अर्दद्धवतृ्त मिलकर एक परू््ण वतृ्त बनाते है।

•	 इसकी परिधि 2 × π × 36.8 = 2 × 3.1416 × 36.8 = 231.22 मीटर है।

•	 अतः धाविका द्वारा दौड़़ी गई कुल दरूी 168.78 + 231.22 = 400 मीटर है।

अब दो धाविकाओ ं के बारे मेें विचार कीजिए, एक सबसे आतंरिक दौड़-पथ मेें और दसूरी 
धाविका दसूरे दौड़-पथ पर दौड़ती है। सीधी रेखा वाले खडं पर दोनोों धाविकाए ँएक समान दरूी दौड़ती 
हैैं कित ुवक्रीय खडंोों पर दसूरे दौड़-पथ की धाविका अधिक दरूी तक दौड़ती है क््योोंकि उसके अर्दद्धवतृ्त 
की त्रिज््यया बड़ी है। इसी को समान करने के लिए सांतरण की आवश््यकता होती है।

सोचिए और विचार कीजिए

पहले और दसूरे दौड़-पथ की त्रिज््यया मेें क््यया अंतर है? दसूरे दौड़-पथ मेें धावक के लिए कितने 
सांतरण की आवश््यकता है, यह ज्ञात करने के लिए चित्र 6.11 का उपयोग कीजिए। क््यया दसूरे और 
तीसरे दौड़-पथ के मध्‍य भी समान सांतरण की आवश््यकता होगी?

6.5 परिमाप पर आधारित प्रश्‍न, पहेलियाँ और विरोधाभास

हम इस भाग को परिमाप के संदर््भ से जडु़़े कुछ रोचक प्रश्‍नों पर प्रकाश डालकर परू््ण करेेंगे।
उदाहरण 1 — समान त्रिज््यया वाले दो वतृ्त इस प्रकार स््थथित किए गए हैैं कि प्रत््ययेक वतृ्त दसूरे वतृ्त 

के केें द्र से होकर गजुरता है (चित्र 6.12)।
यह दिया गया है कि प्रत््ययेक वतृ्त की त्रिज््यया r इकाई है, r इकाई की दृष्‍ट‍ि से दोनोों वतृ्ततों से मिलकर 

बने आकार का परिमाप ज्ञात कीजिए। (वतृ्ततों के अदंर बने बिदगुत वक्ररों को छोड़ दीजिए।)
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A B

C

D

चित्र 6.12

यहाँ केें द्र A और B वाले दो सर््वाांगसम वतृ्त 
दिए गए हैैं। प्रत््ययेक वतृ्त दसूरे वतृ्त के केें द्र से 
होकर गजुरता है। ये वतृ्त बिद ुC और D पर 
प्रतिच््छछेद करते हैैं। हमेें यहाँ दर््शशाए गए दो 
लाल चापोों की कुल लंबाई, त्रिज््यया r इकाई 
के पदोों मेें ज्ञात करनी है।

A, B, C शीर््ष वाले त्रिभजु पर विचार 
कीजिए। चूकँि AB = r, AC = r, BC = r 
और त्रिभजु समबाहु है इसलिए ∠CAB = 
60° = ∠CBA है।

इसी प्रकार, ∠BAD = 60° = ∠ABD है, इससे यह निष््कर््ष निकलता है कि ∠CAD = 120° 
= ∠CBD है।

इसलिए प्रत््ययेक बिदगुत चाप उस वतृ्त की परिधि का 1
3  होती है जिस पर वह विद्यमान होती है। 

इसलिए दो लाल चापोों की कुल लंबाई 2
2

3
2

8

3
× × =π πr r  है।

b

P Q

c

a

d

चित्र 6.13

उदाहरण 2 — चित्र 6.13 मेें, हम बिद ुP और Q 
और उन््हेें जोड़ने वाले दो पथ दखेते हैैं। प्रथम पथ 
अर्दद्धवतृ्त a से बना है। द्वितीय पथ तीन अर्दद्धवतृ्ततों 
(b, c और d) से मिलकर बना है। कौन-सा पथ 
लंबा है? एक पथ का चयन कीजिए — (i) पथ a 
लंबा है। (ii) पथ b + c + d लंबा है। (iii) दोनोों 
पथोों की लंबाई समान है। (आगे अध््ययन करने से 
परू््व इसका उत्तर दनेे का प्रयास कीजिए।)

आइए, इस समस््यया को बीजगणित की सहायता से हल करते हैैं। मान लीजिए कि 
अर्दद्धवतृ्ततों a, b, c, d की त्रिज््ययाए ँ क्रमशः a', b', c' और d ' हैैं। इसलिए अर्दद्धवतृ्त a की लंबाई 

 12  (2π) a' = πa' है। इसी प्रकार, अर्दद्धवतृ्ततों b, c और d की लंबाइयाँ क्रमशः πb', πc' और πd ' हैैं। 

अतः द्वितीय पथ की लंबाई π(b' + c' + d ') है और प्रथम पथ की लंबाई πa' है। 
b' + c' + d ' अथवा a' मेें कौन-सा पथ लंबा है? क््यया आप दखे रह ेहैैं कि दोनोों पथोों मेें से कोई 

भी लंबा नहीीं है? सभी पथ समान हैैं! चूकँि PQ की लंबाई 2a' है और यह 2b' + 2c' + 2d ' के समान 
भी है। इससे निष्‍कर््ष निकलता है कि a' = b' + c' + d ' है, अतः दोनोों पथोों की लंबाई समान है!
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प्रश््‍ननावली 6.1

किसी अन्‍य निर्देश की अनपुस््थथिति मेें, सन््ननिकटन π = 22
7  का उपयोग कीजिए।

1.	 एक वतृ्त का परिमाप 44 सेेंटीमीटर है। इसकी त्रिज््यया क््यया होगी?
2.	 निम््नलिखित वतृ्ततों की परिधि की गणना 3 दशमलव स््थथानोों तक कीजिए —  

(i) त्रिज््यया 7 सेेंटीमीटर (ii) त्रिज््यया 10 सेेंटीमीटर (iii) त्रिज््यया 12 सेेंटीमीटर 
3.	 वतृ्त की चाप की लंबाई ज्ञात कीजिए यदि — (i) त्रिज््यया 3.5 सेेंटीमीटर है और केें द्र पर कोण 

60° है तथा (ii) वतृ्त की त्रिज््यया 6.3 मीटर है और केें द्र पर कोण 120° है।
4.	 14 सेेंटीमीटर त्रिज््यया और 75° त्रिज््यखडं कोण वाले वतृ्त के त्रिज््यखडं (अर््थथात एक वक्र 

भाग और दो सीधी रेखा वाले भाग) का परिमाप ज्ञात कीजिए।
5.	 निम््नलिखित आकृतियोों का परिमाप (चापोों को आवश््यकतानसुार वतृ्त का एक-चौथाई, 

आधा या तीन-चौथाई मानकर) ज्ञात कीजिए (चित्र 6.14(i) से 6.14(ix)) —

(i) 
60 मी.

80 मी.

(ii)

8 से.मी.

12 सेमी.

(iii) 

10 से.मी.

(iv) 

12 से.मी.

(v)
14  

से.मी..

(vi) 

28 से.मी.

(vii) 

8 से.मी.

6 से.मी.

(viii)

4 से.मी. 4 से.मी. 4 से.मी.

(ix)

10 से.मी. 10 से.मी.

चित्र 6.14
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6.	 यदि कार के पहिए का व््ययास 56 सेेंटीमीटर ह ैतो — (i) पहिए का एक चक््कर परू््ण करने के 
लिए कार को कितनी दरूी तय करनी होगी? (ii) यदि कार 10 किलोमीटर की दरूी तय करती 
ह ैतो पहिया कितने चक््कर लगाता ह?ै

7.	 दिए गए प्रत््ययेक फूल की समस््त पखंडु़़ियोों का कुल परिमाप ज्ञात कीजिए —

चित्र 6.15(क) — चापोों के केें द्र, वर््ग की भजुाओ ंके 
मध््यबिंद ुहैैं।

चित्र 6.15(ख) — चापोों के केें द्र, षट्भजु के 
शीर््ष हैैं।

(i) (ii)

14 से.मी.

42 से.मी.

8.	 दो वतृ्ततों के परिमाप का अनपुात 5:4 ह।ै उनकी त्रिज््यया का अनपुात क््यया ह?ै

6.6 आयत का क्षेत्रफल
अब हम परिमाप से क्षेत्रफल अर््थथात किसी समतल सतह पर द्वि-विमीय क्षेत्र द्वारा घरेे गए ‘स््थथान के 
माप’ की ओर बढ़ते हैैं।

माप सदवै किसी के सापके्ष होती ह ैजिसे हम इकाई कहते हैैं। क्षेत्रफल के लिए इकाई 1 × 1 वर््ग 
ह;ै इसमेें क्षेत्रफल 1 वर््ग इकाई लिया जाता ह।ै कक्षा 8 से आप यह जानते हैैं कि a इकाई और b इकाई 
भजुाओ ंवाले आयत का क्षेत्रफल ab वर््ग इकाई होता ह ै(चित्र 6.16)।

क्षेत्रफल = a2 वर््ग इकाई

a इकाई

a 
इकाई  

क्षेत्रफल = ab वर््ग इकाई

b इकाई

a 
इकाई 

क्षेत्रफल = 1 वर््ग इकाई

1 इकाई

1 इकाई

क्षेत्रफल = b वर््ग इकाई  

b
1 

इकाई

चित्र 6.16 — वर््ग और आयत का क्षेत्रफल

6.7 समांतर चतुर््भभुज का क्षेत्रफल
कक्षा 8 से आपको समांतर चतरु््भभुज के क्षेत्रफल का सतू्र ज्ञात ह।ै
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A D

CB

E A' F

B'

h

D'

C'
आधार, b

ऊँचाई, h

चित्र 6.17 — समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल। यहाँ A'B'C'D', ABCD की प्रतिकृति ह।ै

चित्र 6.17 मेें प्रदर््शशित किया गया है कि समांतर चतरु््भभुज ABCD को समान आधार b और समान 
ऊँचाई h वाले आयत EB'C'F (दार्इं ओर; यहाँ समांतर चतरु््भभुज A'B'C'D' ABCD की प्रतिकृति है) 
मेें कैसे रूपांतरित किया जा सकता है। यद्यपि दोनोों आकृतियाँ भिन््न हैैं, फिर भी उनका क्षेत्रफल समान 
है। अतः समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल, आधार × ऊँचाई = bh के समान होता है।

सोचिए और विचार कीजिए

यदि समांतर चतरु््भभुज संकरा हो (चित्र 6.18) और 
C से AD पर डाले गए लंब का पाद भजुा AD पर 
न हो तो क््यया होगा? तब यह चतरु््भभुज रचना क्षेत्रफल 
ज्ञात करने के कार््य को नहीीं साधती है। रचना मेें इस 
‘अतंराल’ को हम कैसे दरू करेेंगे?  चित्र 6.18

A

B C

D

यहाँ ‘संकरे समांतर चतरु््भभुज’ के प्रश्‍न को हल करने के लिए एक संकेत दिया गया है।

B C

DD'AA' 

चित्र 6.19 — संकरा समांतर चतरु््भभुज

भजुा DA पर D के निकट एक बिद ुD' चनुेें और 
DA को विस््ततारित करते हुए एक बिद ुA' का 
चयन करेें, जहाँ A'A = D'D हो (चित्र 6.19)। 
तब A'BCD' एक समांतर चतरु््भभुज है और चूकँि 
ΔCDD' ≅ ΔBAA', इसलिए इसका क्षेत्रफल 
ABCD के क्षेत्रफल के समान ही है। इस चरण 
को आवश््यकतानसुार कई बार दोहराइए।

सोचिए और विचार कीजिए 
किसी आयत का क्षेत्रफल उसकी भजुाओ ंकी लंबाई ज्ञात होने पर ज्ञात किया जा सकता है। क््यया 
समांतर चतुर््भभुज के लिए भी यही सत््य है? अर््थथात क््यया भजुाओ ंकी लंबाई ज्ञात होने पर समांतर 
चतुर््भभुज का क्षेत्रफल ज्ञात किया जा सकता है? क््योों अथवा क््योों नहीीं?
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(सकेंत — यदि हम समांतर चतरु््भभुज की आसन््न भजुाओ ंकी लंबाई स््थथिर रखते हुए उनके मध््य 
के कोण को घटाते या बढ़़ाते हैैं तो समांतर चतरु््भभुज के क्षेत्रफल पर क््यया प्रभाव पड़ता है?)

6.8 त्रिभुज का क्षेत्रफल
अब हम त्रिभजु के क्षेत्रफल का सतू्र ज्ञात करेेंगे। (आपने यह सतू्र कक्षा 8 मेें दखेा होगा, परंत ुहम इसे 
संक्षेप मेें पनुः समझ लेेंगे।) सतू्र ज्ञात करने के लिए एक विधि यह है कि सर््वप्रथम समकोण त्रिभजु 
के लिए तथा उसके पश््‍चचात अन््य त्रिभजुोों पर विचार कीजिए। दोनोों ही स््थथितियोों मेें हम त्रिभजु को 
एक आयत के अतंर््गत रखते हैैं, तत््पश््‍चचात हम आयत के क्षेत्रफल के सतू्र का उपयोग करते हैैं। 
(चित्र 6.20(क) दखेिए। ध््ययान दीजिए कि FG = FJ + JG, अतः b = b

1
 + b

2 
है।) परिणामस््वरूप, 

हमेें ज्ञात होता है कि b इकाई आधार और h इकाई ऊँचाई वाले त्रिभजु का क्षेत्रफल b इकाई 
आधार और h इकाई ऊँचाई वाले आयत के क्षेत्रफल का आधा होता है अर््थथात क्षेत्रफल 1

2  bh  
वर््ग इकाई के समान होता है।

परू््व के समान आप सोच रह ेहोोंगे कि क््यया हमारे तर््क  मेें कुछ कमी है? यदि कोण EFG अधिकोण 
हो और त्रिभजु का आकार चित्र 6.20(ख) मेें प्रदर््शशित त्रिभजु EFG जैसा हो तब हम क््यया करेेंगे? इस 
प्रश्‍न का उत्तर ज्ञात कीजिए।

F J G

E IHA D

CB

ऊँचाई hऊँचाई h

आधार b
2

आधार b
1आधार b

चित्र 6.20(क) — त्रिभजु का क्षेत्रफल 

E

F G
चित्र 6.20 (ख)

त्रिभजु के क्षेत्रफल का सतू्र ज्ञात करने की एक उत्तम विधि यह दखेना है कि त्रिभजु की दो 
सर््वाांगसम प्रतियोों को एक साथ संयोजित करके एक समांतर चतरु््भभुज बनाया जा सकता है।

C' B'

A

B C

A'

चित्र 6.21(क)

A

B C

D

चित्र 6.21(ख)

चित्र 6.21(क) मेें त्रिभजु ABC 
और A'B'C' सर््वाांगसम हैैं। इन््हेें चित्र 
6.21(ख) मेें दर््शशाए अनसुार संयोजित 
करने पर एक समांतर चतरु््भभुज निर््ममित 
होता है।
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क््यया आपने दखेा कि क््योों दो त्रिभजुोों को एक साथ रखकर समांतर चतरु््भभुज बनाया गया है? (यदि 
आप आकृतियोों मेें कोणोों का अध््ययन करेेंगे (जैसे ∠B'C'A' और ∠BCA) तो आप दखेेेंगे कि ऐसा 
क््योों होता है। वह प्रक्रिया स््मरण रखिए, जिससे हम यह ज्ञात करते हैैं कि कौन-सी दो रेखाए ँसमांतर हैैं। 

जैसा कि हम जानते हैैं कि समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल = आधार × ऊँचाई = bh है।

इसलिए त्रिभजु के क्षेत्रफल का सूत्र 1
2  × (आधार × ऊँचाई) = 12  bh है।

त्रिभुज की माध््ययिका की अवधारणा — उपरोक्‍त सतू्र के आधार पर हम त्रिभजु की माध््ययिका 
के विषय मेें एक बहुत ही सुंदर और सरल निष््कर््ष पर पहुचँ जाते हैैं।  

B D
आधार, BC = 2a इकाई

ऊँचाई h

C

A

चित्र 6.22

चित्र 6.22 मेें AD, त्रिभजु ABC की एक 
माध््ययिका है अर््थथात माध््ययिका त्रिभजु के 
शीर््ष के विपरीत रेखाखडं के शीर््ष बिदओु ं
के मध््यबिद ु को मिलाने वाली रेखाखडं 
होती है।

मान लीजिए कि ∆ABD और 
∆ACD के आधार समान हैैं (BD = DC) 
और उनकी ऊँचाई (h) समान है। त्रिभजु के 
क्षेत्रफल के सतू्र का उपयोग करते हुए दखेते 

हैैं कि उनके क्षेत्रफल समान हैैं अर््थथात ah
2  

वर््ग इकाई!
हम इसे एक प्रमये के रूप मेें दखे सकते हैैं।

प्रमेय — एक त्रिभजु की माध््ययिका त्रिभजु को दो समान क्षेत्रफलोों वाले त्रिभजुोों मेें विभाजित करती ह।ै 
क््यया यह आश्‍चर््यजनक है? अवश््य ही होना चाहिए। अतंतः ∆ABD और ∆ACD  (सामान््यत:) 

विभिन््न आकार के हैैं (अर््थथात आपस मेें सर््वाांगसम भी नहीीं है), परंत ुहमने अभी सिद्ध किया है कि 
दोनोों त्रिभजुोों के क्षेत्रफल समान हैैं। 

सोचिए और विचार कीजिए 
∆ABD और ∆ACD समान क्षेत्रफल वाले त्रिभजु हैैं, आप आश्‍चर््यचकित होोंगे कि एक सरल रेखा 
से ∆ABD को ऐस ेदो या अधिक टुकड़ोों मेें विभाजित कर सकते हैैं जो ∆ACD को संपरू््णतया ढक 
ले? आपके विचार मेें क््यया यह सभंव है? 

यह संभव है, ऐसा कहकर हम आपको अचभंित होने से रोक सकते हैैं परंत ुहम आपको यह नहीीं 
बताएगँे कि त्रिभजु के कम-से-कम कितने टुकड़ोों की आवश््यकता होगी। यह पता लगाने का प्रयास 
स््वयं कीजिए!
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सोचिए और विचार कीजिए 
मान लीजिए कि दो समान क्षेत्रफलोों वाले बहुभजु P और Q दिए गए हैैं। क््यया उनमेें से एक को सीधी 
रेखा से दो या अधिक भागोों मेें इस प्रकार बाँटना संभव है और फिर उन कटे हुए भागोों को इस प्रकार 
से व््यवस््थथित करना संभव है कि वे सभी भाग मिलकर दसूरे बहुभजु को भी पूरा ढक लेें? अपने चारोों 
ओर की आकृत‍‍ियोों के उदाहरण सोचिए — 

1.	 समान क्षेत्रफल वाले वर््ग और गैर-वर््गगाकार आयत,
2.	 भिन्‍न-भिन्‍न आकृति वाले दो त्रिभजु जिनका क्षेत्रफल समान है। 
3.	 समान क्षेत्रफल वाला एक त्रिभजु और एक वर््ग इसे आप अपनी कल्‍पना से तैयार कीजिए। आप 

इसके विषय मेें अपनी परिकल््पना तैयार कीजिए।

40 इकाई परिमाप वाले विभिन््न आयतोों के विषय मेें विचार कीज‍‍िए (भजुाओ ं का परू््णाांक होना 
आवश््यक नहीीं है)।

1.	 इस प्रकार के कितने आयत हो सकते हैैं? 
2.	 इनमेें से कोई ऐसा है जिसका क्षेत्रफल सबसे अधिक हो? इसकी विमाए ँक््‍यया होोंगी?
3.	 क््यया इन सभी आयतोों मेें से ऐसा कोई एक आयत है जिसका क्षेत्रफल सबसे कम है? उसकी 

विमाए ँक््यया होोंगी? क््यया इस प्रकार का कोई भी उत्तर आपको आश्‍चर््यचकित करता है?

6.8.1 हीरोन का सतू्र

आप त्रिभजु के क्षेत्रफल के सतू्र 1
2  × आधार × ऊँचाई से भली-भाँति परिचित हैैं। क््यया त्रिभजु का 

क्षेत्रफल निकालने का कोई और भी सतू्र है? हाँ, अन््य प्रकार से भी क्षेत्रफल ज्ञात कर सकते हैैं। 
अब हम हीरोन के सतू्र पर चर््चचा करेेंगे, जिसको यनूान दशे के गणितज्ञ और आविष््ककारक हीरोन ने 
ज्ञात किया था। उन््होोंने इसे प्राचीन मेें मिस्र दशे के नील नदी के किनारे स््थथित शहर अलेक््जेेंड्रिया के 
संग्रहालय मेें पढ़ा था।

इस सतू्र के अनसुार, यदि ∆ABC की भजुाओ ंकी लंबाई BC = a, CA = b और AB = c है तो 

इसका क्षेत्रफल इस प्रकार से ज्ञात किया जा सकता है। सर््वप्रथम हम इसका अर्दद्ध-परिमाप ज्ञात करेेंगे, 

जो कि इसके परिमाप का आधा होगा अर््थथात s a b c= + +
1

2
( ), तत्‍पश््‍चचात त्रिभजु (∆ABC) का 

क्षेत्रफल = s s a s b s c( )( )( ).− − −  द्वारा ज्ञात करते हैैं।

अब मझु ेपरू््ण विश््‍ववास है कि आपको भी यह सतू्र बहुत ही आश्‍चर््यजनक और विचित्र लगेगा। 
आइए, अब कुछ ज्ञात उदाहरणोों की सहायता से इसकी जाँच करते हैैं। 

उदाहरण 3 — एक समबाहु त्रिभजु की भजुा a इकाई है। 
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सभी तीनोों भजुाओ ंकी लंबाई a इकाई है तो इसका अर्दद्ध-परिमाप s a a a a= + + =
1

2

3

2
( )  

इकाई है। 

अब हीरोन के सतू्र का उपयोग करके त्रिभजु का क्षेत्रफल = 

























 =

3

2

1

2

1

2

1

2

3

4

2a a a a a  

वर््ग इकाई हाेगा।

B Da
2

a
2

h
aa

C

A

चित्र 6.23

अब इसका 1
2  × आधार × ऊँचाई सतू्र द्वारा परीक्षण 

करते हैैं। मान लीजिए, त्रिभजु की ऊँचाई h इकाई है तब 
बौधायन-पाइथागोरस प्रमये द्वारा

a h
a

h
a

h a
2 2

2

2

2

4

3

4

3

2
− = ∴ = ∴ =, ,

इसलिए क्षेत्रफल 1
2

3

2

3

4

2× × =a a a  वर््ग इकाई 

एक समान सतू्र है। 

ध््‍ययान दीज‍‍िए — ‘∴’ प्रतीक पर ध््ययान दीजिए। यह प्रतीक प्राय: गणितज्ञञों द्वारा उपयोग मेें लाया 
जाता है तथा इस प्रतीक (∴) का तात््पर््य ‘इसलिए’ है।

उदाहरण 4 — एक समद्विबाहु त्रिभजु की प्रत््ययेक समान भजुा a इकाई और आधार 2b इकाई है।

इसका अर्दद्ध-परिमाप s = 1
2

2a a b a b+ +( ) = +  इकाई है। हीरोन सतू्र के अनसुार, त्रिभजु का 

क्षेत्रफल = + + − + − + − = −( )( )( )( )a b a b a a b a a b b b a b2
2 2  वर््ग इकाई है।

B Db b

h
aa

C

A

चित्र 6.24

अब इसका 1
2  × आधार × ऊँचाई सतू्र द्वारा परीक्षण 

करते हैैं। मान लीजिए, त्रिभजु की ऊँचाई h इकाई है तब 
बौधायन-पाइथागोरस प्रमये द्वारा
2 2 2 2 2 2 2 2, ,a h b h a b h a b� � � � � � �

इसलिए त्रिभजु का क्षेत्रफल  
1

2
2

2 2 2 2× − × = −a b b b a b  

वर््ग इकाई परू््व के समान है।
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उदाहरण 5 — एक त्रिभजु की भजुाए ँ3 इकाई, 4 इकाई और 5 इकाई हैैं। 

अर्दद्ध-परिमाप s = + + =
1

2
3 4 5 6( )  इकाई ह।ै हीरोन के सतू्र का उपयोग करके त्रिभजु का क्षेत्रफल ह ै—

= × − × − × − = × × =6 6 3 6 4 6 5 6 3 2 6( ) ( ) ( )  वर््ग इकाई 

A

B C

54

3

चित्र 6.25

अब इसका 12  × आधार × ऊँचाई सतू्र द्वारा परीक्षण करते हैैं।  

चित्र 6.25 दखेिए कि 32 + 42 = 52 ह।ै अत: बौधायन-पाइथागोरस कर््ण 
प्रमये के विलोम के अनसुार ∆ABC, B पर समकोण ह।ै

आधार = 3 इकाई, ऊँचाई = 4 इकाई 
अत: पहले की भाँति क्षेत्रफल = 1

2  (आधार × ऊँचाई)  

= 12  (3 × 4) = 6 वर््ग इकाई होगा। 

प्रत््ययेक स््थथिति मेें हम एक समान सही परिणाम पाते हैैं।

अब आप सोच रह ेहोोंगे कि हीरोन का सतू्र कैसे सिद्ध होगा। इसके कई प्रमाण ज्ञात हुए हैैं। उनमेें से 
एक बौधायन-पाइथागोरस प्रमये और ‘दो वर्गगों के अतंर’ का सतू्र a2 – b2 = (a – b)(a + b) बारंबार 
उपयोग हुआ ह।ै हम कक्षा 10 मेें भी इसमेें से कुछ प्रमाणोों का अध््ययन करेेंगे। 

त्रिभजु का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए ऐसे अन््य दो और सतू्र भी हैैं। दोनोों का संबंध वतृ्ततों से ह।ै 
आइए, चित्र 6.26 दखेते हैैं।

किसी भी त्रिभजु ABC के तीनोों शीर्षषों से होकर गजुरने वाला केवल एक ही वतृ्त होता ह,ै जिसे 
∆ABC का परिवतृ्त कहते हैैं। 

इसी प्रकार, ∆ABC मेें एक वतृ्त ऐसा भी ह ैजो त्रिभजु के ठीक मध््य मेें स््थथित ह ैऔर त्रिभजु की 
तीनोों भजुाओ ंको भी स््पर््श करता ह।ै इसे ∆ABC का अंतर््ववृत्त कहते हैैं।

B

A

C

bc

a

परिवतृ्त 
त्रिज््‍यया R

अतंर््ववृत्त 
त्रिज््‍यया r

चित्र 6.26

माना क‍‍ि ∆ABC की भजुाए ँa, b और c हैैं। परिवतृ्त 
की त्रिज््यया R ह ै और अतंर््ववृत्त की त्रिज््यया r ह ै तब 
क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए निम्‍नलिखित दो सतू्र 
प्राप्‍त होते हैैं —

∆ABC का क्षेत्रफल = abc
4R

∆ABC का क्षेत्रफल = r (a + b + c)
2
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दोनोों सतू्ररों मेें एक आकर््षक समरूपता है। दसूरे सतू्र के प्रमाण के लिए एक ऐसे परिणाम की 
आवश््यकता है जिसका अध््ययन आप कक्षा 10 मेें करेेंगे।

चक्रीय चतुर््भभुज के क्षेत्रफल के लिए ब्रह्मगुप्‍त का सतू्र

हमने दखेा कि त्रिभजु की तीनोों भजुाओ ंकी लंबाई दी गई है तो उसका क्षेत्रफल कैसे ज्ञात करेेंगे। अब 
स््ववाभाविक प्रश्‍न यह उठता है कि चतरु््भभुज की चार भजुाओ ंकी लंबाई दिए जाने पर उसका क्षेत्रफल 
कैसे निकालेेंगे?

परू््व मेें हमने पछूा था कि क््यया हम समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कर सकते हैैं जब केवल 
भजुाओ ंकी लंबाई ज्ञात हो? उत्तर है — नहीीं। इसी प्रकार, क््यया हम चार भजुा वाली आकृति का 
क्षेत्रफल ज्ञात कर सकते है जब हमेें एक भजुा की लंबाई ज्ञात है। नीच ेदी गई आकृतियाँ इस प्रश्‍न का 
उत्तर प्रदान करती हैैं। 

चित्र 6.27 मेें प्रश्‍न यह है कि किसी चतरु््भभुज का क्षेत्रफल जिसकी भजुाए ँ3, 3, 3, 3 (यह एक 
समचतरु््भज है) हैैं। जैसा कि आप दखे सकते हैैं कि तीनोों आकृतियोों का क्षेत्रफल भिन््न है। (हमने इन 
आकृतियोों को ‘जियोज्रेबा’ की सहायता से निर््ममित किया है और इनका क्षेत्रफल ‘एरिया टूल’ की 
सहायता से ज्ञात किया है। कृपया इस अभ््ययास को स््वयं करने का प्रयास कीजिए या चार छड़ोों को उनके 
सिरोों से जोड़कर आकृतियाँ बनाने का प्रयास कीजिए।)

A

क्षेत्रफल = 9

B

D

C

A

B

D

C

क्षेत्रफल = 8.01
A

B

D

C

क्षेत्रफल = 5.41

चित्र 6.27 — किसी चतरु््भभुज का क्षेत्रफल केवल उसकी भजुाओ ंकी लंबाई ज्ञात होने से नहीीं निकला जा सकता ह।ै

अत: केवल चार भजुाओ ंकी लंबाई से चतरु््भभुज का क्षेत्रफल ज्ञात नहीीं कर सकते। इसके लिए हमेें 
और अधिक जानकारी की आवश््यकता होती है, जैसे — चतरु््भभुज के त्रिभजु का एक कोण, एक विकर््ण 
की लंबाई अथवा वह कोण जहाँ विकर्णणों द्वारा एक-दसूरे को प्रतिच््‍छछेदित किया जाता है।

अथवा आकृति का एक प्रमखु ज््ययामितीय गणु भी हो सकता है। 
ऐसा ही एक गणुधर््म यह है कि जब चतरु््भभुज, चक्रीय चतरु््भभुज होता है। 628 सामान्‍य संवत मेें 

भारतीय गणितज्ञ ब्रह्मगपु्‍त (598–668 सामान्‍य संवत) ने चक्रीय चतुर््भभुज के लिए एक अद्भुत सतू्र 
का अन््ववेषण किया।
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D

A

B C

d

a c

b

चित्र 6.28 — चक्रीय चतरु््भभुज

सतू्रानसुार यदि एक चक्रीय चतरु््भभुज की चारोों 
भजुाओ ंकी लंबाई a, b, c, d और अर्दद्ध-परिमाप 

s a b c d= + + +( )1

2
 है तो चतरु््भभुज का क्षेत्रफल 

= Area�of�4-gon = −( ) −( ) −( ) −( )s a s b s c s d . होगा।

यह एक अद्भुत और आकर््षक सतू्र है। 
क््यया यह सतू्र हमेें त्रिभजु के क्षेत्रफल के लिए हीरोन 
सतू्र का स््मरण नहीीं करवाता है? 

हम यह सत््ययापित कर सकते हैैं कि यह सतू्र विभिन््न विशषे विषयोों मेें सही ढंग से कार््य करता है। 

उदाहरण 6 — आयत के विषय मेें ब्रह्मगपु्‍त के सतू्र को सत््ययापित कीजिए। सभी आयत चक्रीय होते 
हैैं, अत: ब्रह्मगपु्‍त का सतू्र लाग ूहोना चाहिए। 

मान लीजिए कि आयत की भजुाए ँa और b हैैं तब सतू्र s a b a b= +( ) = +
1

2
2 2  होगा, 

अत: सतू्रानसुार — 

क्षेत्रफल = Area = + −( ) + −( ) + −( ) + −( ) = ⋅ =a b a a b b a b a a b b ab ab ab,  जो कि 

सत््य है। अन्‍य विशषे स््‍थथितियोों मेें इस सतू्र का उपयोग करके दखेिए।

उदाहरण 7 — समद्विबाहु समलंब चतरु््भभुज के विषय मेें ब्रह्मगपु्‍त के सतू्र का सत््ययापन कीजिए। 

A

D C

B2a

2b

c c h

चित्र 6.29 समद्विबाहु समलंब

सभी समद्विबाहु समलंब चतरु््भभुज चक्रीय होते 
हैैं, अत: ब्रह्मगपु्‍त सतू्र लाग ू होना चाहिए।  
आकृति का परिमाप 2a + 2b + 2c है तो 
s = a + b + c है। अत: सतू्र के अनसुार क्षेत्रफल 

s a s b s c s c−( ) −( ) −( ) −( )2 2 . होना चाहिए।

चूकँि  s – 2a = c + b – a, 

s – 2b = c + a – 2b, s – c = a + b ह,ै 
उपरोक्‍त सतू्र सरल होकर

a b c b a c a b a b c b a+( ) + −( ) + −( ) = +( ) − −( )2 2

. होता है।
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यदि हम आधार CD पर B से एक लंब बनाने की कल््पना करेें तो उसकी लंबाई  
(बौधायन-पाइथागोरस प्रमये को स्‍मरण करते हुए) c b a

2 2
− −( )  होती है। अत: क्षेत्रफल (a + b)h 

होता है। ठीक यही सतू्र हमेें तब भी प्राप्‍त होता है जब हम स्‍मरण करते हैैं कि समद्विबाहु समलंब 
चतरु््भभुज का क्षेत्रफल समांतर भजुाओ ंके योग का आधा और उनके मध््य की दरूी के गणुनफल के 
समान होता है। 

गणित मेें विशेष स््थथितियाँ और व््ययापकीकरण
‘विशषे स््थथिति’ की अवधारणा प्राय: उच््च गणित मेें दखेने को मिलती है। एक विशषे स््थथिति तब 
उत््पन््न होती है जब हम कोई अतिरिक्‍त शर््त को सम्‍म‍िलित करने पर व््ययापक परिणाम प्राप्‍त होता है। 
हम यहाँ कुछ उदाहरण प्रस््ततुत कर रह ेहैैं। 

व््ययापक परिणाम को विशषे स््थथिति का व््ययापकीकरण भी कहा जाता है। व््ययापकीकरण की 
प्रक्रिया गणित का एक अत््ययंत महत्तत्वपरू््ण भाग होती है। 

उदाहरण — वर््ग, आयत का एक विशषे रूप (गणु) होता है। 

अत: वर््ग के क्षेत्रफल का सतू्र (A = a2), आयत के क्षेत्रफल के सतू्र (A = ab) की विशषे स््‍थथित‍‍ि 
होती है, यदि b = a है।

इसी प्रकार, वर््ग के परिमाप का सतू्र, आयत के परिमाप के सतू्र का एक विशषे गणु अर््थथात स्‍थ‍ित‍‍ि है। 

उदाहरण — एक समद्विबाहु समकोण त्रिभजु, समकोण त्रिभजु की भी विशषे स््थथिति है। 

अत: सभी समकोण त्रिभजुोों से संबधित किसी भी प्रमये से हम एक विशषे स््थथिति निकाल सकते 
हैैं, जो समद्विबाहु समकोण त्रिभजु पर लाग ूहोती है।

एक समकोण त्रिभजु ABC लीजिए, जिसमेें ∠C = 90° है। अब हमारे पास a2 + b2 = c2 
होगा (यह बौधायन-पाइथागोरस प्रमये है)। आइए, इसका एक विशषे उदाहरण लेें, जिसमेें 
a = b हो (यह त्रिभजु के समद्विबाहु होने के अनरुूप है)। इस प्रकार, हमेें a2 + b2 = c2 अर््थथात 
c2 = 2a2, फलत: c a= 2  प्राप्‍त होगा। व््ययापक प्रमये (a2 + b2 = c2) एक समद्विबाहु समकोण 

त्रिभजु (a = b के साथ) के लिए इस विशषे स््थथिति ( c a= 2) मेें परिवर््ततित हो जाती है।  

यहाँ पर एक अन्‍य उदाहरण दिया गया है। बीजगणित से निम््नलिखित सर््वसमिकाओ ंकी तलुना 
कीजिए —

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab 

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca

क््यया आपने ध््‍ययान दिया कि पहली सर््वसमिका, दसूरी सर््वसमिका की विशषे स््‍थथित‍‍ि है (दसूरी 
सर््वसमिका मेें c = 0 रखेें) और दसूरी सर््वसमिका, पहली सर््वसमिका का एक व््‍ययापकीकरण है।

आगामी वर्षषों मेें आपको विशषे स््थथितियोों और व््‍ययापकीकरण के कई अन््य उदाहरण दखेने को मिलेेंगे। 

Chapter 6.indd   139Chapter 6.indd   139 6/12/2026   3:40:54 PM6/12/2026   3:40:54 PM



140 गणि‍त मजंरी | कक्षा 9 | भाग 1

ब्रह्मगुप्‍त का सतू्र हीरोन के सतू्र का व््‍ययापकीकरण

हीरोन और ब्रह्मगपु्‍त के सतू्र मेें दिखने वाली समानता मात्र कोई संयोग नहीीं है। कैसे? ब्रह्मगपु्‍त का सतू्र, 
हीरोन के सतू्र का व््‍ययापकीकरण है अर््थथात हम हीरोन के सतू्र को ब्रह्मगपु्‍त के सतू्र का एक विशषे रूप 
मान सकते हैैं।

भजुा a, b और c वाले त्रिभजु को चतरु््भभुज ABCD की विशषे ि‍स्‍थत‍‍ि माना जा सकता है। इसमेें 
चौथी भजुा की लंबाई शनू््य (d = 0) है। अत: AB = a, BC = b, CD = c है। इसका अर््थ है कि 
शीर््ष A और D सम््‍पपाती हैैं। 

(यदि शीर््ष ग्रह का प्रतिनिधित््व करते हैैं तो यह दो ग्रहोों के आपस मेें टकराने और एक विशाल 
ग्रह के निर््ममाण की स््‍थथित‍‍ि होगी। वास््तव मेें सौरमडंल के प्रारंभिक इतिहास मेें ऐसा घटित हुआ था।) 

चूकँि कोई भी त्रिभजु चक्रीय होता है (यदि कोई भी तीन बिद ुएक सीधी रेखा मेें नहीीं हैैं तो हम 
उनके द्वारा एक वतृ्त की रचना कर सकते हैैं), यह चतरु््भभुज भी चक्रीय है। अत: ब्रह्मगपु्‍त का सतू्र इस 
चतरु््भभुज पर भी लाग ूहोना चाहिए। 

आइए, दखेते हैैं कि इससे क््यया परिणाम निकलता है। सर््वप्रथम हम चतरु््भभुज पर एक अर्दद्ध-परिमाप 
ज्ञात करते हैैं (ध््ययान रह ेक‍‍ि d = 0 है) — 

s a b c a b c= + + +( ) = + +( )1

2
0

1

2
.

हम दखेते हैैं कि s दिए गए त्रिभजु के अर्दद्ध-परिमाप के समान है। अब ब्रह्मगपु्‍त सतू्र के अनसुार, 

त्रिभजु का क्षेत्रफल = Area�of�triangle = −( ) −( ) −( ) −( )s a s b s c s d

	 = −( ) −( ) −( ) =s s a s b s c d���� � .since 0 चूकँि‍ d = 0 है। 

यही है हीरोन सतू्र! 

इस प्रकार, हीरोन के सतू्र को ब्रह्मगपु्‍त के सतू्र की एक विशषे स््थथिति माना जा सकता है। 

6.9 आयत को वर््ग बनाना 
प्राचीन काल मेें ‘किसी आकृति को वर््ग’ करने का अर््थ था, उस ‘आकृति के क्षेत्रफल मेें समान 
क्षेत्रफल वाली एक वर््गगाकार आकृति बनाना’। आकृति आयत, त्रिभजु या वतृ्त हो सकती थी। हम 
यहाँ पर दखेते हैैं कि कैसे प्रारंभिक भारतीय गणितज्ञ बौधायन ने एक आयत को वर््गगाकार बनाया। 
उनके शलु््बसतू्र (800 सामान्‍य संवतपरू््व) से प्राप्‍त यह रचना दर््शशाती है कि a इकाई और b इकाई 
भजुाओ ंवाले आयत को वर््गगाकार कैसे बनाया जाए जबकि (a > b) है। इसका अर््थ है कि हमेें एक 
वर््गगाकार आकृति बनानी होगी, जिसका क्षेत्रफल ab वर््ग इकाई होगा। यहाँ बौधायन की रचना का एक 
सरलीकृत रूप दिया गया है (चित्र 6.30) —
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H P G

B

S Q

b

a

C
K

DFEA
चित्र 6.30 — आयत ABCD जिसकी भजुाए ँ 

AD = a, AB = b हैैं

•	 दिया गया है कि एक आयत ABCD जिसमेें AD 
= a, AB = b जहाँ पर a > b है।

•	 AD पर बिद ुE इस प्रकार निर््धधारित कीज‍‍िए कि 
AE = AB हो। 

•	 ED के मध््यबिद ुAF का पता लगाइए। 
•	 वर््ग AFGH खीींच‍‍िए, जिसकी भजुा AF हो और 

शीर््ष H, AB को आगे बढ़ाने पर प्राप्‍त हो। 
•	 H को केें द्र मानकर चाप AG खीींचिए। मान 

लीजिए कि चाप AG भजुा BC को K पर 
काटती है। 

•	 K स ेहोकर AH के समांतर एक रेखा खीींचिए। मान 
लीजिए कि यह रेखा GH को P पर काटती हो।

•	 HP को भजुा मानकर वर््ग HPQS बनाइए तब 
वर््ग HPQS का क्षेत्रफल आयत ABCD के 
क्षेत्रफल के समान होगा।

यह समझने का प्रयत्‍न कीजिए कि यह विधि कैसे काम करती है। इससे आपको ज्ञात होगा कि यह 

सतू्र 
a b a b

ab
+





− −





=
2 2

2 2

 है।

*यह विधि लाभदायक क््योों है?

आइए, चित्र 6.30 का संदर््भ लेते हैैं। AE = b से हमेें AF AE AD
=

+
=

+
2 2

a b  प्राप्‍त होता है। 

अत: HG HK=
+

=
a b

2
, क्‍योंकि HK वतृ्त की त्रिज््‍यया है।

दसूरा, BH AH AB AF AB= − = − =
+

− =
−a b

b
a b

2 2
 है।

अब हम समकोण त्रिभजु HKP पर विचार करते हैैं। बौधायन-पाइथागोरस प्रमये का उपयोग 
करके हमेें यह प्राप्‍त होता है क‍‍ि — 

HP HK BH
2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2

4

2

4

= − = +





− −





=

+ + − − + =

a b a b

a ab b a ab b aab ab
ab

2 2
+ =  है।

इसलिए वर््ग HPQS और आयत ABCD दोनोों के क्षेत्रफल समान हैैं।
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सोचिए और विचार कीजिए 
किसी दिए गए त्रिभजु से वर््ग बनाने के लिए आप किस प्रक्रिया का उपयोग करेेंगे? यहाँ पर आपको 
एक ऐसा वर््ग बनाना है जिसका क्षेत्रफल किसी दिए गए त्रिभजु के क्षेत्रफल के समान हो। ध््‍ययानपरू््वक 
विचार कीजि‍ए क‍‍ि आप इसे कैसे करेेंगे।

प्रश््‍ननावली 6.2

1.	 आकृति 6.31 मेें त्रिभजु ADE का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए —

10 से.मी.

8 से.मी.
E

A

D

B

C

चित्र 6.31

2.	 एक समलंब चतरु््भभुज की समांतर भजुाए ँ40 सेेंटीमीटर और 20 सेेंटीमीटर हैैं। यदि इसकी दोनोों 
असमांतर भजुाए ँसमान होों और प्रत््ययेक 26 सेेंटीमीटर हो तो समलंब चतरु््भभुज का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीज‍‍िए। 

3.	 त्रिभजु का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जिसकी भजुाओ ंकी लंबाई 8 सेेंटीमीटर और 11 सेेंटीमीटर 
है तथा उसका परिमाप 32 सेेंटीमीटर है। 

4.	 एक त्रिभजुाकार भखूडं की भजुाओ ंका अनपुात 3:5:7 है और इसका परिमाप 300 मीटर 
है। इसका क्षेत्रफल ज्ञात कीज‍‍िए। 

5.	 एक समचतरु््भभुज के एक विकर््ण की लंबाई दसूरे विकर््ण की लंबाई से दोगनुी है। यदि समचतरु््भभुज 
का क्षेत्रफल 128 वर््ग सेेंटीमीटर है तो इसके छोटे विकर््ण की लंबाई ज्ञात कीजिए। 

6.	 ABCD एक समांतर चतरु््भभुज है। P और Q भजुा AB पर स््थथित कोई दो बिद ुहैैं तो ∆PCD 
और ∆QCD के क्षेत्रफल ज्ञात कीज‍‍िए। 

7.	 समांतर चतरु््भभुज PQRS के विकर््ण PR पर स््थथित कोई O बिद ुहै। सिद्ध कीजिए कि PSO 
और PQO त्रिभजुोों के क्षेत्रफल समान हैैं। 

8.	 यदि एक चतरु््भभुज की भजुाओ ं के मध््यबिद ुको क्रम से जोड़ा जाए तो सिद्ध कीजिए कि 
इस प्रकार बने समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल दिए गए चतरु््भभुज के क्षेत्रफल का आधा होगा।  
(आप सोच रह ेहोोंगे कि क््यया इस प्रकार बना चतरु््भभुज हमशेा समांतर चतरु््भभुज ही होता है। यदि 
हाँ, तो क््योों? इस प्रकार के प्रश्‍नों के उत्तर चतरु््भभुज वाले अध््ययाय मेें मिलेेंेगे।) 
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9.	 ∆ABC मेें BC का मध््यबिद ुD है (चित्र 6.32)। माध््ययिका AD खीींची गई है। बिद ुP बिद ु
रेखाखडं AD पर स््थथित कोई बिद ुहै। सिद्ध कीजिए कि ∆ABP का क्षेत्रफल ∆ACP के 
क्षेत्रफल के समान है। 

A

B

D

C

P

B D C

A

P

चित्र 6.32 चित्र 6.33
10.	 एक वर््ग ABCD दिया गया है, माना कि P इसके अदंर एक बिद ुहै। PA, PB, PC और 

PD को मिलाइए (चित्र 6.33)। लाल रंग के क्षेत्र (∆PAB और ∆PCD) तथा हरे रंग के क्षेत्र 
(∆PBC और ∆PDA) के क्षेत्रफलोों का अनपुात क््यया होगा? 

11.	  ∆ABC मेें D भजुा AB का मध््यबिद ुहै। P भजुा BC पर स््थथित कोई बिद ुहै और Q भजुा 
AB पर स््थथित एक बिद ुहै, जहाँ CQ || PD है। PQ को मिलाया गया है (चित्र 6.34)। 
सिद्ध कीजिए कि क्षेत्रफल (∆BPQ) =  12 क्षेत्रफल (∆ABC) है। 

A

Q

D

B P C

चित्र 6.34

6.10 वतृ्त का क्षेत्रफल 
वतृ्त एक अत््ययंत सरल आकृति है। यदि हमारे घर एक रस््ससी है और उसे बाँधने के एक खूटँी दी गई है तो 
इसे बनाना सरल है। मनषु््य सहस्त््रों वर्षषों से अपनी बस््ततियोों, इमारतोों और औजारोों मेें वतृ्ताकार आकृति 
का उपयोग करते आ रह ेहैैं।
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सोचिए और विचार कीजिए 

मनषु््य वतृ्ताकार आकृतियोों का इतना अधिक उपयोग क््योों करते थे? क््यया यह केवल व््ययावहारिक 
कारणोों से था अथवा इसके पीछे अन्‍य कारण भी हो सकते थे? मनषु््य ने वतृ्ताकार आकृतियोों के लिए 
किस प्रकार की वस््‍ततुए ँअन््ववेषित की हैैं? 

आरंभ‍‍िक काल मेें मनषु््योों के समक्ष वतृ्त द्वारा घरेे गए क्षेत्रफल A को जानने की चनुौती थी। उदाहरण 
के लिए, उन््हेें यह पता लगाने की आवश््यकता रही होगी कि एक बेलनाकार मीनार (जिसके अनपु्रस््थ 
काट वतृ्ताकार हो) मेें कितना अनाज रखा जा सकता है अथवा एक वतृ्ताकार बगीचा अथवा वतृ्ताकार 
भवन कितना क्षेत्रफल घरेता है। उन््हेें इस प्रकार के आकँड़ोों की आवश््यकता अपने शहरोों को बनाने 
की योजना बनाने, कर प्रबंधन आदि के लिए होती थी।

प्रारंभिक समाजोों मेें यह बात भली-भाँत‍‍ि समझ मेें आती थी कि क्षेत्रफल A परिधि C के वर््ग के 
समानपुाती होता है। आइए, दखेते हैैं कि ऐसा क््योों होता है।

•	 मान लीजिए कि हमेें एक वर््ग दिया गया है। इसकी भजुा a है और इसका परिमाप P = 4a है 
तथा क्षेत्रफल A = a2 है, अत: अनपुात P2 : A = (4a2) : a2 = 16a2 : a2 = 16 : 1 है। 
इसलिए सभी वर्गगों के लिए अनपुात P2 : A = 16 : 1 है। यह अनपुात वर््ग के आकार पर 
निर््भर नहीीं करता है — यह सभी वर्गगों के लिए समान है।

•	 एक समबाहु त्रिभजु पर चर््चचा कीजि‍ए, जिसकी भजुा a है। इसका परिमाप P = 3a और इसका 

क्षेत्रफल A a=
3

4

2  है। अत: P 2 : A = ( ) : : :3
3

4
9

3

4
36 3

2 2 2 2a a a a= =   होगा।

अत: सभी समबाहु त्रिभजुोों के लिए P2 : A का अनपुात 36 3:  है। यह अनपुात समबाहु 
त्रिभजु के आकार पर निर््भर नहीीं करता, अपित ुयह सभी समबाहु त्रिभजुोों के लिए समान है। 

•	 इसी प्रकार, जैसे हम विभिन््न आकृतियोों के लिए पैमाना बदलते हैैं, अनपुात P2 : A स््थथिर 
रहता है। अनपुात का मान केवल आकृति पर निर््भर करता है, उसके पैमाने पर नहीीं करता है।

इस तर््क  के आधार पर हम कह सकते है कि वतृ्त के लिए भी C = परिधि और A = क्षेत्रफल है तो 
C2 : A का अनपुात कोई अचर होना चाहिए। परंत ुक््यया यह अचर अथवा स्‍थ‍िरांक है? 

1500 सामान््य संवत परू््व से भी बहुत पहले ही बेबीलोनियोों ने वास््तविक माप के माध््यम 
से यह ज्ञात कर लिया था कि C2 स््थथिरांक 12 के लगभग समान है अर््थथात C2 : A ≈ 12 : 1 है। अत: 

वतृ्त के क्षेत्रफल का सतू्र A ≈ C2

12
था।
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लगभग 1500 सामान्‍य संवत परू््व प्राचीन मिस्रवासियोों ने एक और ऐसा सतू्र तैयार किया, जो 

उपर््ययुक्‍त वर््णणित सतू्र से मले खाता है परंत ुअधिक उपयकु्‍त क्षेत्रफल A d
≈










8

9

2

है, जहाँ पर d वतृ्त का 
व््ययास है। 

चूकँि d = 2r है, इसे इस प्रकार भी लिखा जा सकता है —

A r≈










64

81
4

2
, अर््थथात क्षेत्रफल A r≈











256

81

2

रोचक तथ्‍य यह है क‍‍ि यही सतू्र बौधायन शलु््बसतू्र (800 सामान्‍य संवत परू््व) मेें एक वर््ग के निर््ममाण 
की ज््‍ययामितीय विध‍‍ि के माध्‍यम से प्रकट होता है, जिसका क्षेत्रफल लगभग एक वतृ्त के समान है।

वर््तमान मेें उपयोग मेें होने वाला परिचित सतू्र

प्राचीन यनूानी यह भी जानते थे कि A
r

2
 एक अचर अर््थथात ि‍स्‍थरांक है कित ुवे यह नहीीं जानते थे कि  

अचर क््यया होता है। दो अलग-अलग सभ््यताओ ंने इस अचर का मान लगभग 256
81  माना। 

अतंत: 250 सामान्‍य संवत परू््व मेें आर््ककिमि डीज ने दर््शशाया कि स््थथिरांक π है। (अर््थथात वही अचर 
जो वतृ्त के परिमाप के सतू्र मेें आता है), अत: A = πr2 है। उन््होोंने सतू्र को इस प्रकार व््यक्‍त किया कि 
“वतृ्त का क्षेत्रफल एक समकोण त्रिभजु के क्षेत्रफल के समान होता है, जिसकी भजुाए ँवतृ्त की त्रिज््यया 

और परिधि के समान होती हैैं।” 

वतृ्त का क्षेत्रफल = 1
2  × परिधि × त्रिज््यया = 1

2  × 2πr × r = πr2

आर््ककिमि डीज द्वारा यह प्रमाण बहुत ही बदु्धध‍िमत्तापरू््ण ढंग से दिया गया है। यह सभी नियमित 
बहुभजुोों के एक साझा गणु पर आधारित है — एक नियमित बहुभजु द्वारा घरेा गया क्षेत्रफल बहुभजु के 
भीतर ठीक से बैठ जाने वाले वतृ्त की परिधि के आध ेऔर त्रिज््यया के गणुनफल के समान होता है (चित्र 
6.36)। (इस सतू्र का प्रमाण त्रिभजु के क्षेत्रफल के सतू्र के प्रमाण का विस््‍ततार है, जिसे उसके अतंर््ववृत्त 
की त्रिज््यया के संदर््भ मेें व्‍यक्‍त किया जाता है।)

O

r

O

r

O

r

चित्र 6.36 — नियमित बहुभजु का क्षेत्रफल = 1
2  × बहुभजु का परिमाप × त्रिज््यया
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आर््ककिमि डीज ने एक ‘विचार प्रयोग’ किया, उन््होोंने स्‍वयं से पछूा कि यदि नियमित बहुभजु की 
भजुाओ ंकी संख््यया बढ़ती जाती है तो क््यया होता है? उन्‍होंने विभ‍‍िन्‍न विवरणोों पर कार््य किया अौर इस 
परिणाम पर पहुचँ ेकि A = πr2 है।

यह संभवत: सबस ेदृश््यमान और सरलता से समझ मेें आने वाला विवरण है क‍‍ि क्‍यों त्रिज््यया r वाले 
वतृ्त का क्षेत्रफल πr2 होता है। वतृ्त के क्षेत्रफल का यह सुंदर दृश््ययाांकन सर््वप्रथम ‘नीलकंठ सोमयाजी’ 
(लगभग 1500) द्वारा आर््यभटीय पर की गई अपनी टिप््पणी मेें किया गया है। 

	 (क)	 (ख)

चित्र 6.37 — टुकड़ोों को पनुर््व््यवस््थथित करके एक समांतर चतरु््भभुज जैसी रचना निर््ममित की जा सकती है

जैसे-जैसे टुकड़े छोटे होते जाते हैैं (चित्र 6.37(ख) मेें), चाप एक रेखा के और पास होती जाती 
हैैं। इस प्रकार, आगे चलकर यह आकृति एक समांतर चतरु््भभुज के आकार की बन जाती है, जिसमेें —

आधार = परिधि का आधा (क््योों?) = πr,
ऊँचाई  = त्रिज््यया r है। 
इससे यह तर््क  दनेे मेें सहायता मिलती है कि वतृ्त का क्षेत्रफल, समांतर चतरु््भभुज के क्षेत्रफल के 

समान होता है। 
वतृ्त का क्षेत्रफल = समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल = आधार × ऊँचाई = πr2

6.10.1 वतृ्त के त्रिज््यखंड का क्षेत्रफल

वतृ्त का त्रिज््यखडं वह क्षेत्र होता है जो एक चाप और उसके 
शीर््षबिदओु ंको जोड़ने वाली दोनोों त्रिज््ययाओ ंसे मिलकर 
बनता है।

वतृ्त के त्रिज््यखडं के भीतर का क्षेत्रफल उसी प्रकार 
ज्ञात किया जा सकता है जिस प्रकार हमने वतृ्ताकार 
चाप की लंबाई ज्ञात की थी। चित्र 6.39 और 6.40 का 
अवलोकन कीजिए। 

θ°O

A

B

चित्र 6.38 — एक वतृ्त का त्रिज््यखडं
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A B
O

r

चित्र 6.39 — अर्दद्धवतृ्ताकार 
चक्रिका (डिस््क) का क्षेत्रफल 

समरूपता से हम दखेते हैैं कि अर्दद्धवतृ्ताकार चक्रिका (डिस््क) 

का क्षेत्रफल 
180

360

1

2







=
th

 वतृ्त का क्षेत्रफल अर््थथात  12 πr2 है।

इस परिणाम को समझने के लिए हम वतृ्त की परावर््तन 
समरूपता का उपयोग कर सकते हैैं। 

A

B

D

C O
O

चित्र 6.40 — चतरु््थाांश वतृ्ताकार 
चक्रिका (डिस््क) का क्षेत्रफल

समरूपता से हम दखेते हैैं कि एक-चौथाई अर््थथात चतरु््थाांश 

वतृ्ताकार चक्रिका (डिस््क) का क्षेत्रफल 90

360

1

4







 =
th

 वतृ्त 

का क्षेत्रफल अर््थथात 14  πr2  है।

हम परिणाम को समझने के लिए वतृ्त की चौथाई समरूपता 
का भी उपयोग कर सकते हैैं।

उपरोक्‍त का विश््‍ललेषण करने पर हमेें व््ययापक त्रिज््यखडं के लिए त््वरित वांछित सतू्र प्राप्‍त हो 
जाता है। 

चक्रर‍िका के त्रिज््यखंड के क्षेत्रफल का सतू्र उसके द्वारा वतृ्त के केें द्र पर बनाए गए कोण के 
संदर््भ मेें —

यदि चाप AB है और यह वतृ्त के केें द्र O पर θ° का कोण बनाती है तो त्रिज््यखडं का 
क्षेत्रफल होगा —

π
θr2
360

×




.

ध््ययान दीजिए कि हमने इन सतू्ररों को प्राप्‍त करने के लिए वतृ्त की घरू््णन सममिति का उपयोग कैसे 
किया है।

त्रिज््यखडं से संबंधित, वतृ्ताकार क्षेत्र का एक भाग होता है, जिसे खंड कहते हैैं। वतृ्त का खडं वह 
क्षेत्र होता है जो एक चाप और उसके शीर््षबिदओु ंको मिलाने वाली जीवा से मिलकर बनता है।
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प्रश््‍ननावली 6.3

किसी अन्‍य निर्देश की अनपुस््थथिति मेें, सन््ननिकटन π = 22
7  का उपयोग कीजिए।

1.	 यदि त्रिज््यखडं का कोण 60° है तो 7 सेेंटीमीटर त्रिज््यया वाले वतृ्त के त्रिज््यखडं का क्षेत्रफल 
ज्ञात कीजिए। 

2.	 उस वतृ्त के एक चतरु््थाांश का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जिसकी परिधि 44 सेेंटीमीटर है। 
3.	 एक घड़ी की मिनट की सईू की लंबाई 7 सेेंटीमीटर है। 10 मिनट मेें सईू द्वारा तय की गई दरूी 

ज्ञात कीजिए। 
4.	 10 सेेंटीमीटर त्रिज््यया वाले वतृ्त की एक जीवा केें द्र पर 90° का कोण बनाती है। संगत 

क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए — (i) लघ ु त्रिज््यखडं (जो मध्‍यबिद ु पर 90° का काेण बनाता 
है) (ii) दीर््घ त्रिज््यखडं (जो मध््यबिद ु पर 270° का कोण बनाता है)। (π ≈ 3.14 का 
उपयोग कीज‍‍िए।) 

5.	 15 सेेंटीमीटर त्रिज््यया वाले एक वतृ्त की एक जीवा वतृ्त के केें द्र पर 60° का कोण बनाती है। 
वतृ्त के संगत लघ ुएवं दीर््घ खडंोों का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

6.	 एक कार मेें दो वाइपर लगे हैैं जो एक-दसूरे को आपस मेें आच््‍छछादित नहीीं करते हैैं। प्रत््ययेक 
वाइपर के ब््ललेड की लंबाई 28 सेेंटीमीटर है और यह 120° के कोण पर घमूता है। ब््ललेड के 
प्रत््ययेक चक्र मेें साफ किए गए कुल क्षेत्रफल को ज्ञात कीजिए। 

7.	 त्रिज््यया r वाले एक वतृ्त की एक जीवा वतृ्त के केें द्र पर 60° का कोण बनाती है। दर््शशाइए कि 

वतृ्त के संगत लघ ुवतृ्तखडं का क्षेत्रफल r2
6

3

4

≠ −








  के समान है।

8.	 एक समबाहु त्रिभजु r त्रिज््यया वाले एक वतृ्त मेें अतंर््ननिहित है। दर््शशाइए कि त्रिभजु के क्षेत्रफल 

और वतृ्त के क्षेत्रफल का अनपुात  3 3
4π

 ≈ 0.413 के समान है।

9.	 एक वर््ग r त्रिज््यया वाले एक वतृ्त मेें अतंर््ननिहित है। दर््शशाइए कि वर््ग के क्षेत्रफल और वतृ्त के 

क्षेत्रफल का अनपुात 2
π  ≈ 0.637 के समान है। 

10.	 एक r त्रिज््यया वाले वतृ्त मेें एक षट्भजु अतंर््ननिहित है। दर््शशाइए कि षट्भजु के क्षेत्रफल और 

वतृ्त के क्षेत्रफल का अनपुात 3 3
2π

 = 0.827 के समान है। क््‍यया आप समझ सकते हैैं क‍‍ि 

इसका उत्तर, प्रश्‍न 8 के उत्तर के ठीक दोगनुा क्‍यों है?

*

*

*

*
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अंतिम प्रश््‍ननावली

नीच ेदिए गए प्रश्‍नों मेें किसी अन्‍य निर्देश की अनपुस््थथिति मेें, π का सन््ननिकट मान 22
7  उपयोग कीजिए।

1.	 बीजगणित मेें सर््वसमिकाओ ंको कभी-कभी क्षेत्रफल के संबंधोों के रूप मेें दर््शशाया जा सकता 
है। उदाहरण के लिए —

a b

b2

ab

ab

a2a

b

चित्र 6.41 — एक सर््वसमिका के 
क्षेत्रफल का प्रतिदर््श

प्रदर््शशित चित्र सर््वसमिका
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 के अनरुूप है।
क््यया आप बता सकते हैैं, कैसे? 

(a + b)(a – b) = a2 – b2 और (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca 
सर््वसमिकाओ ंके अनरुूप आकृतियाँ बनाइए।

2.	 एक समद्विबाहु त्रिभजु का परिमाप 40 सेेंटीमीटर है। इसकी समान भजुाए ँ15 सेेंटीमीटर लंबी 
हैैं। त्रिभजु का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

3.	 एक समद्विबाहु त्रिभजु का आधार 10 सेेंटीमीटर है और इसका क्षेत्रफल 60 वर््ग सेेंटीमीटर है। 
समान भजुाओ ंकी लंबाई क््यया होगी? 

4.	 एक समकोण त्रिभजु का क्षेत्रफल 54 वर््ग सेेंटीमीटर है। इसकी एक भजुा की लंबाई 
12 सेेंटीमीटर है। इसका परिमाप ज्ञात कीजिए। 

5.	 एक त्रिभजु की भजुाओ ंका अनपुात 2:3:4 है और इसका परिमाप 45 सेेंटीमीटर है। इसका 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

6.	 एक त्रिभजु की भजुाओ ंकी लंबाई 7 सेेंटीमीटर, 24 सेेंटीमीटर और 25 सेेंटीमीटर है। त्रिभजु 
का क्षेत्रफल दो भिन््न-भिन््न विधियोों से ज्ञात कीजिए। 

7.	 यदि किसी साइकिल के पहिए का व््ययास 60 सेेंटीमीटर है तो पहिए के 100 बार घरू््णन के 
पश््‍चचात साइकिल चालक कितनी दरूी तय करेगा? 

8.	 उस वतृ्त के चतरु््थाांश का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जिसकी परिधि 66 सेेंटीमीटर है। 
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9.	 एक कार के पहिए की बाहरी त्रिज््यया 28 सेेंटीमीटर है। पहिए के एक परू््ण घरू््णन के पश््‍चचात कार 
कितनी दरूी तय करती है और एक किलोमीटर की यात्रा के दौरान पहिया कितनी बार घमूता 
है, इसकी गणना कीजिए। 

10.	 दो आयतोों का क्षेत्रफल और परिमाप समान है। क््यया इसका अर््थ यह है कि वे दोनोों एक-दसूरे 
के सर््वाांगसम हैैं। 

11.	 आप जानते हैैं कि समांतर चतरु््भभुज का क्षेत्रफल आधार × ऊँचाई होता है। इस सतू्र और 
आकृति का उपयोग करते हुए दर््शशाइए कि समलंब चतरु््भभुज का क्षेत्रफल समांतर भजुाओ ंके 

योग का आधा और ऊँचाई का गणुनफल, अर््थथात 1
2

(a + b)h होता है।

a

h

b
चित्र 6.42 — समलंब चतरु््भभुज — भजुाए ँa और b, ऊँचाई h

12.	 एक समलंब चतुर््भभुज को दो त्रिभुजोों मेें विभाजित करके दर््शशाइए कि इसका क्षेत्रफल 
समांतर भुजाओ ंके योग का आधा और ऊँचाई का गुणनफल होता है (जैसा कि सूत्र मेें  
ऊपर दिया गया है)। 

13.	 दर््शशाइए कि समलंब चतरु््भभुज की दो समान प्रतियोों का उपयोग करके समांतर चतरु््भभुज कैसे 
निर््ममित कर सकते हैैं। इससे हमेें समलंब चतरु््भभुज के क्षेत्रफल का सतू्र कैसे प्राप्‍त होगा? 

14.	 दर््शशाइए कि पतंग का क्षेत्रफल उसके विकर्णणों के गणुनफल का आधा होता है। इन दाेनोों तरह 
से दर््शशाइए — (i) बीजगणित का उपयोग करके (ii) ज््ययामिति का उपयोग करके 

15.	 सर््वाांगसम आकृतियोों को आपस मेें जोड़ने से संबंधित तीन प्रश्‍न दिए गए हैैं —
	 (i)	आयत ABCD की भजुाए ँa और b हैैं और आयत PQRS की भजुाए ँ2a और 2b 

हैैं। दर््शशाइए कि PQRS का क्षेत्रफल ABCD के क्षेत्रफल का चार गनुा है। क््यया इसका 
अर््थ यह है कि आयत ABCD की चार प्रतिआकृतियाँ आयत PQRS मेें समाहित हो 
सकती हैैं? परीक्षण करके दखेिए! 

*
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	 (ii)	  ∆ABC की भजुाए ँa, b, c हैैं और ∆PQR की भजुाए ँ2a, 2b, 2c हैैं। दर््शशाइए कि 
∆PQR का क्षेत्रफल ∆ABC के क्षेत्रफल का चार गनुा है। क््यया इसका यह अर््थ है कि 
∆PQR मेें ∆ABC की 4 प्रतिआकृतियाँ समाहित हो सकती हैैं? परीक्षण करके दखेिए!

	 (iii)	∆ABC की भजुाए ँa, b, c हैैं और ∆PQR की भजुाए ँ3a, 3b, 3c हैैं। दर््शशाइए कि 
∆PQR का क्षेत्रफल ∆ABC के क्षेत्रफल का नौ गनुा है। क््यया इसका यह अर््थ है कि 
∆PQR मेें ∆ABC की नौ प्रतिआकृतियाँ समाहित हो सकती हैैं? परीक्षण करके दखेिए!

16.	 	

चित्र 6.43 — त्रिभजु का कितना  
भाग छायांकित ह?ै 

चित्र 6.44 — वर््ग का कितना भाग 
छायांकित ह?ै

17.	  

चित्र 6.45 — आयत का कितना भाग 
वतृ्ततों द्वारा आच््छछादित ह?ै 

चित्र 6.46 — आयत का कितना भाग 
वतृ्ततों द्वारा आच््छछादित ह?ै

	

18.	 उपरोक्‍त दी गई सचूनाओ ंका उपयोग करते हुए दर््शशाई गई विधि से आप वतृ्ततों द्वारा घरेे गए 
क्षेत्रफल के विषय मेें अनमुान लगाइए। आप अपने अनमुान का विशिष्‍ट स््थथितियोों के लिए 
परीक्षण कीजिए — 10 वतृ्त, 20 वतृ्त, 50 वतृ्त। आप अपने अनमुान को सिद्ध कीजिए। 

19.	 	

चित्र 6.47 — नौ एक समान आयत  
एक साथ रख ेहुए हैैं

चित्र मेें नौ एक समान आयतोों को 
जोड़कर एक बड़ा आयत निर््ममित किया 
गया है, जिसका क्षेत्रफल 72 वर््ग 
सेेंटीमीटर है। प्रत््ययेक छोटे आयत का 
परिमाप ज्ञात कीजिए। 

*

*
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20.	  

चित्र 6.48 — एक शीर््ष से विपरीत भजुा के 
विभाजन बिदओु ंतक जाने वाली रेखाएँ

दर््शशाइए कि छायांकित नीले त्रिभजु और 
छायांकित लाल त्रिभजु का क्षेत्रफल समान है। 

नीले त्रिभजु को कुछ टुकड़ोों (भागोों) 
मेें काटने और उन भागोों को इस प्रकार से 
व््यवस््थथित करने की विधि ढँूढ़‍ि‍ए, जिससे 
लाल त्रिभजु आच््‍छछादित हो जाए। 

21.	 	
 

A

B

चित्र 6.49 — एक चतरु््थाांश वतृ्त और 
दो अर्दद्धवतृ्त

चित्र मेें एक वर््ग के भीतर एक चतरु््थाांश 
वतृ्त दर््शशाया गया है। इसका केें द्र एक शीर््ष 
पर है और यह दो आसन््न शीर्षषों से होकर 
गजुरता है। दो आसन््न भजुाओ ं पर व््ययास 
के रूप मेें दो अर्दद्धवतृ्त हैैं। ये छायांकित क्षेत्र 
A और B बनाते हैैं। 

दर््शशाइए कि A और B के पास समान 
क्षेत्र है। 

22.	  2

2

चित्र 6.50

चित्र 6.50 मेें 2 इकाई भजुा वाले वर््ग के भीतर 
चार अर्दद्धवतृ्त खीींच े गए हैैं। इन अर्दद्धवतृ्ततों के 
केें द्र, भजुाओ ंके मध््यबिद ुहैैं। ये चार पंखड़ुियोों 
वाला एक पषु््प बनाते हैैं (जिन्‍हें नीले रंग से 
दर््शशाया गया है)। इस पषु््प का परिमाप और 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए।

23.	  
BC = l

O

B C
A

चित्र 6.51

चित्र 6.51 मेें हम दो सकेें द्रिय वतृ्ततों मेें दखेते 
हैैं कि उनका एक ही केें द्र O है। बड़े वतृ्त की 
एक जीवा BC खीींची गई है जो छोटे वतृ्त को 
बिद ुA पर स््पर््श करती है। BC की लंबाई l है। 
दर््शशाइए कि दोनोों वतृ्ततों के मध््य स््थथित हरे भाग 

का क्षेत्रफल 1
4

 πl2 है।

*

*

*

*
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24.	 चित्र 6.52 मेें समकोण त्रिभजु की भजुाओ ंपर अर्दद्धवतृ्त खीींच ेगए हैैं, जैसा आकृति मेें दर््शशाया 
गया है। दर््शशाइए कि क्षेत्रफल (A) + क्षेत्रफल (B) = क्षेत्रफल (C) है।

			 

A B

C

D
चित्र 6.52  चित्र 6.53 — त्रिज््यया r  के दो सर््वाांगसम वतृ्त 	

25.	 चित्र 6.53 मेें दो वतृ्त दर््शशाए गए हैैं जो एक-दसूरे के केें द्ररों से होकर गजुरते हैैं। दोनोों वतृ्ततों द्वारा 
घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल उभयनिष्‍ठ त्रिज््यया r के पदोों मेें ज्ञात कीजिए। 

26.	 चित्र 6.54 मेें हम एक आयत 
के भीतर तीन त्रिभजु दखे रह े हैैं। 
दर््शशाइए क‍‍ि इन त्रिभजुोों का क्षेत्रफल 

2 A C B C

C

+( ) +( )
. है।

B

CA

चित्र 6.54

27.	 चित्र मेें हम एक-चौथाई वतृ्त, एक अर्दद्धवतृ्त और एक त्रिभजु द्वारा निर््ममित दो छायांकित क्षेत्र 
दखेते हैैं — 

E

F
D

COA

B

चित्र 6.55
दर््शशाइए कि दोनोों छायांकित क्षेत्ररों का क्षेत्रफल समान है।

*

*

*

*
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सारांश

•	  π सभी वतृ्ततों के लिए परिधि और व््ययास का स््थथिर अनपुात ह ैतथा यह 227  अथवा 3.14 के 

समान होता ह।ै

•	 वतृ्त की परिधि C = 2πr होती ह ैजहाँ r वतृ्त की त्रिज््यया ह।ै

•	 वतृ्त की चाप की लंबाई l = 2πr × 
θ°
360° ह,ै जहाँ θ केें द्रीय कोण ह।ै 

•	 त्रिभजु का क्षेत्रफल A = 12  आधार × ऊँचाई होता ह।ै

•	 त्रिभजु के क्षेत्रफल को उसकी भजुाओ ंa, b, c के पदोों मेें व््यक्‍त करने का हीरोन का सतू्र — 

क्षेत्रफल = s s a s b s c( )( )( ).− − − , जहाँ s a b c= + +
1

2
( ) ह।ै

•	 वतृ्त का क्षेत्रफल πr2 होता ह।ै

•	  π का अनमुानि‍त मान — आर््ककि मिडीज — 3 10
71

 < π < 3 17 ; चोोंगजी — π ≈ 355
113

 ;  

आर््यभट — π = 3.1416; माधव का सटीक सतू्र — π = 4 (1 – 13  + 15  – 17  + …)

•	  π एक अपरिमये संख््यया ह।ै

•	 वतृ्त के त्रिज््यखडं का क्षेत्रफल πr2 × 
θ°
360°

 होता ह,ै जिसमेें θ केें द्रीय कोण ह।ै

•	 ब्रह्मगपु्‍त द्वारा चक्रीय चतरु््भभुज के क्षेत्रफल का सतू्र भजुाओ ंa, b, c, d के पदोों मेें इस प्रकार ह ै—  
क्षेत्रफल s a s b s c s d . , जहाँ s a b c d= + + +( )1

2
 ह।ै
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