
अगले पद का पूर््ववानुमान — 
अनुक्रमोों और श्रेढ़ियोों का अन््ववेषण

8.1 अनुक्रम से परिचय
हम अपने चारोों ओर सभी स््थथानोों पर विभिन््न प्रकार के प्रतिरूप अर््थथात पैटर््न दखेते हैैं, चाह ेवह प्रकृति 
मेें हो, कला मेें हो, सगंीत मेें हो, वित्त मेें हो अथवा दनैिक जीवन के कई अन््य सदंर्भभों मेें प्रतिरूप, विश्‍व 
को समझने मेें और आग ेक््यया आएगा, यह परू््ववानमुान लगाने मेें सहायता करत हैैं। गणित मेें अनकु्रम, 
प्रतिरूपोों के विशषे प्रकार हैैं, जो सखं््ययाओ ंया अन््य वस््ततुओ ंको एक विशषे क्रम मेें व््यवस््थथित करने 
पर बनते हैैं। अनकु्रमोों को समझकर हम उन रोचक विचारोों का अन््ववेषण कर सकते हैैं, जो सखं््ययाओ ंके 
आग ेबढ़ने, कम होने या दोहराए जाने से संबंधित होते हैैं, अप‍‍ित ुहम इन विचारोों का उपयोग वास््तविक 
जीवन की समस््ययाओ ंको हल करने मेें भी कर सकते हैैं। 

इस अध््ययाय मेें हम संख््ययाओ ंके अनकु्रमोों मेें प्रतिरूपोों का अन््ववेषण करेेंगे। तत्‍पश््‍चचात हम उन 
नियमोों का पता लगाएगँे, जो हमेें अनकु्रम की आगामी संख््ययाओ ंका परू््ववानमुान लगाने मेें सहायता 
करत हैैं। आइए, हम कुछ संख््ययाओ ंके अनकु्रम से प्रारभ करत हैैं, जिन््हेें आप कक्षा 6, 7 और 8 मेें 
दखे चकेु हैैं।

1, 2, 3, 4, 5, 6, …	 (प्राकृत संख््ययाए)ँ
1, 3, 5, 7, 9, 11, ...	 (विषम संख््ययाए)ँ
1, 3, 6, 10, 15, 21, ...	 (त्रिभजुाकार संख््ययाए)ँ
1, 4, 9, 16, 25, 36, ...	 (वर््ग संख््ययाए)ँ

तीन बिद ु... यह दर््शशात हैैं कि अनकु्रम अपरिमित रूप से चलता रहता ह।ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप ऊपर दिए गए अनकु्रमोों मेें प्रत््ययेक अनकु्रम मेें प्रतिरूप की व््ययाख््यया कर सकते हैैं? क््यया आप 
इन अनकु्रमोों मेें अग्रिम कुछ संख््ययाओ ंका परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? 

आइए, आगे बढ़ने से पहले अनुक्रम को संख््ययाओ ंकी एक क्रमिक सचूी के रूप मेें परिभाषित 
करत हैैं, जहाँ प्रत््ययेक संख््यया अनकु्रम का एक पद ह।ै इस प्रकार वर््ग संखाओ ंके अनकु्रम मेें 1 पहला 
पद ह,ै 4 दसूरा पद ह,ै 25 पाँचवाँ पद ह ैएवं इसी प्रकार आगे भी पद हैैं। इसके अतिरिक्‍त, अनकु्रम 
परिमित या अपरिमित हो सकते हैैं। ऊपर दिए गए अनकु्रम अपरिमित अनकु्रम हैैं, कित ुअनकु्रम 6, 12, 

8
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24, 48, 96 एक परिमित अनकु्रम हैैं, जिसमेें 5 पद हैैं। क््यया आप अन््य परिमित अनकु्रमोों पर विचार 
कर सकते हैैं, जिन््हेें आप अपने दनैिक जीवन मेें दखेते हैैं?

जैसा कि आप जानते हैैं कि प्राकृत संख््ययाओ ंके अनकु्रम मेें प्रत््ययेक संख््यया (या पद) पिछली 
संख््यया से एक अधिक ह।ै विषम संख््ययाओ ंके अनकु्रम मेें दो क्रमागत पदोों के मध््य 2 का अतंर ह।ै 
त्रिभजुाकार संख््ययाओ ंके अनकु्रम मेें क्रमागत पदोों (पहले 6 पदोों मेें) के मध््य अतंर 2, 3, 4, 5 और 
6 ह।ै हम त्रिभजुाकार संख््ययाओ ंको प्राकृत संख््ययाओ ंके योग के रूप मेें लिख सकते हैैं, जैसे 1 = 1, 
3 = 1 + 2, 6 = 1 + 2 + 3, 10 = 1 + 2 + 3 + 4 और इसी प्रकार आगे भी इन््हेें लिखा जा सकता 
ह।ै इस प्रकार त्रिभजुाकार संख््ययाओ ंके अनकु्रम मेें प्रत््ययेक पद, उस पद-संख््यया तक की सभी प्राकृत 
संख््ययाओ ंका योगफल ह।ै उदाहरण के लिए, 15 पाँचवीीं त्रिभजुाकार संख््यया ह,ै जो 1 + 2 + 3 + 4 + 5 
के समान ह।ै इसे चित्र 8.1 मेें आरेख द्वारा प्रदर््शशित किया गया ह,ै जिसमेें प्रत््ययेक त्रिभजुाकार संख््यया को 
बिदओु ंकी त्रिभजुाकार व््यवस््थथा द्वारा प्रदर््शशित किया गया ह।ै क््यया आप इस अनकु्रम के आगामी दो 
पदोों के लिए प्रतिरूप की रचना कर सकते हैैं? 

चित्र 8.1 — प्रथम पाँच त्रिभजुाकार संख््ययाएँ

आइए, अब हम वर््ग संख््ययाओ ंके अनकु्रम 1, 4, 9, 16, 25, 36, ... पर ध््ययान दतेे हैैं। ध््ययान 
दीजिए कि क्रमागत पदोों (प्रथम छह पदोों मेें) के मध््य अतंर 3, 5, 7, 9 और 11 हैैं। साथ ही, 1 = 1, 
4 = 1 + 3, 9 = 1 + 3 + 5, 16 = 1 + 3 + 5 + 7 ह ैऔर इसी प्रकार संख््ययाए ँआगे भी हैैं। वर््ग 
संख््ययाओ ंके अनकु्रम मेें प्रत््ययेक पद, उस पद-संख््यया के बराबर क्रमिक विषम संख््ययाओ ं(1 से प्रारभ 
करत हुए) का योगफल ह।ै 

विषम संख््ययाओ ं और वर््ग संख््ययाओ ं के मध््य इस 
रोचक संबंध को चित्र 8.2 मेें आरेख द्वारा प्रदर््शशित किया 
गया ह।ै क््यया आप इस संबंध की व््ययाख््यया कर सकते हैैं? 
आप कक्षा 6 की पाठ्यपसु््तक के अध््ययाय 1 की सहायता 
से इनमेें से कुछ विचारोों का स््मरण कर सकते हैैं। 

चित्र 8.2 — वर््ग संख््ययाए ँऔर विषम संख््ययाएँ
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प्रश्‍न — अनकु्रम 1, 4, 7, 10, 13, ... पर विचार कीजिए। क््यया आप अागामी चार पदोों का 
परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप इस अनकु्रम मेें दिए गए पद तक आने वाले सभी पदोों का योग 
करने पर प्राप्‍त अनकु्रम के पहले 10 पद बता सकते हैैं?
(सकेंत — प्रथम पद 1 ह।ै दसूरा पद 1 + 4 = 5 ह,ै तीसरा पद 1 + 4 + 7 = 12 ह ैऔर आगे भी 
इसी प्रकार पद प्राप्‍त किए जा सकते हैैं।) 

कुछ अनकु्रमोों मेें (अब तक व््ययाख््यया किए गए अनकु्रमोों के समान) पद किसी निश््‍चचित प्रतिरूप, 
सतू्र या क्रम का पालन करत हैैं। इन नियमोों की व््ययाख््यया करने मेें कोई सरल संकेतक सहायक हो सकता 
ह,ै जो अनकु्रम की व््ययाख््यया करता हो। हम किसी अनकु्रम के पहले पद को प्रदर््शशित करने के लिए 
t
1
, दसूरे पद को प्रदर््शशित करने के लिए t

2
 और इसी प्रकार के संकेतक आगे भी उपयोग कर सकते 

हैैं। इस संकेतक मेें अधोलिखित संख््यया, पद-संख््यया के अनरुूप होती ह।ै इस प्रकार, विषम संख््ययाओ ं
के अनकु्रम के लिए t

1
 = 1, t

2
 = 3, t

3
 = 5, t

4
 = 7 और इसी प्रकार पद चलते रहते हैैं। यह संकेतक 

पद की स््थथिति को वास््तविक पद से मिलाने मेें सहायता करता ह।ै उदाहरण के लिए t
4
 = 7 बताता ह ै

कि चौथी स््थथिति पर पद 7 ह।ै हमेें एक ही समय पर एक से अधिक अनकु्रम के विषय मेें चर््चचा करने 
की आवश््यकता हो सकती ह।ै इसके लिए हम अगं्रेजी के विभिन््न वर्णणों का उपयोग कर सकते हैैं। इस 
प्रकार, अनकु्रम के लिए हम एक t

1
, t

2
, t

3
, ..., अागामी अनकु्रम के लिए s

1
, s

2
, s

3
,... और तीसरे 

अनकु्रम के लिए u
1
, u

2
, u

3
, ... और इसी प्रकार आगे भी संकेतकोों का उपयोग कर सकते हैैं। 

प्रश्‍न — क््यया आप त्रिभजुाकार संख््ययाओ ंके अनकु्रम हते ुt
5
, t

6
, t

7
 और t

8
 लिख सकते हैैं? 

अनकु्रम अनेक प्रकार के हो सकते हैैं। उदाहरण के लिए, पद भिन््न या ॠणात््मक परू््णाांक हो सकते 
हैैं। अभी तक हमने जिन अनकु्रमोों पर चर््चचा की ह,ै उनमेें पद बढ़ते हुए क्रम मेें हैैं, कित ुऐसे अनकु्रम 
जैसे कि 1, 12, 13, 14, ... भी हो सकते हैैं, जहाँ t

1
 = 1 ह ैऔर आगे आने वाले पद इकाई भिन््न हैैं, जो 

घटते क्रम मेें हैैं। हम ऐसे अनकु्रम भी दखे सकते हैैं, जैसे कि –7, –3, 1, 5, 9, ... जहाँ S
1
 = –7 ह ै

और क्रमागत पदोों के मध््य 4 का अतंर ह।ै ध््ययान दीजिए कि जब हम संकेतक tn का उपयोग किसी पद 
को बताने के लिए करत हैैं, तो n सदवै एक ॠणतेर परू््णाांक ह ैकित ुपद, ॠणात््मक संख््यया या वास््तव 
मेें कोई भी वास््तविक संख््यया हो सकता ह।ै

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप अन््य प्रकार के अनकु्रम के विषय मेें विचार कर सकते हैैं? पाँच विभिन््न प्रकार के अनकु्रम 
की सचूी बनाइए और अपने मित्ररों के साथ अनकु्रम के गणुोों पर चर््चचा कीजिए। 

8.2 अनुक्रम के लिए व््ययापक सतू्र
संकेतक tn (या sn या un) का उपयोग करत हुए हम किसी अनकु्रम की nवीीं स््थथिति पर स््थथित पद 
अर््थथात nवेें पद के लिए एक व््ययापक सतू्र लिख सकते हैैं। व््ययापक सतू्र से पद का मान ज्ञात करने के 
लिए पद की स््थथिति संख््यया n का उपयोग किया जाता ह।ै
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उदाहरण 1 — व््ययंजक un = 2n – 1 पर विचार कीजिए। यह व््ययंजक बताता ह ैकि अनकु्रम का 
nवाँ पद 2n – 1 सतू्र द्वारा दिया जाता ह।ै जब हम व््ययंजक 2n – 1 मेें n को 1, 2, 3, ... से विस््थथापित 
करत हैैं, तो हमेें u

1
 = 2 × 1 –1 = 1, u

2
 = 2 × 2 – 1 = 3, u

3
 = 2 × 3 –1 = 5 आदि प्राप्‍त होते हैैं। 

इस प्रकार, un = 2n – 1 विषम संख््ययाओ ंके अनकु्रम के nवेें पद के लिए व््ययापक सतू्र ह।ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
किसी अनकु्रम के nवेें पद हते ुव््ययापक सतू्र होना क््योों उपयोगी ह?ै 

व््ययापक सतू्र का उपयोग करत हुए, हम अनकु्रम के 20वेें पद, 53वेें पद, 300वेें पद या अनकु्रम के 
किसी भी पद का मान, सतू्र मेें n के उचित मान को विस््थथापित करके प्राप्‍त कर सकते हैैं। यदि हमारे 
पास व््ययापक सतू्र होता ह ैतो हम अनकु्रम के किसी भी पद का मान, उस पद से पिछले पदोों का मान 
ज्ञात किए बिना ही जान सकते हैैं। 

प्रश्‍न — सतू्र un = 2n – 1 का उपयोग करत हुए, विषम संख््यया अनकु्रम के 53वेें, 108वेें तथा 
1170वेें पद को ज्ञात कीजिए? 

व््ययापक सतू्र अन््य प्रकार स ेभी उपयोगी ह।ै हम इस सतू्र का उपयोग यह जाँचने के लिए कर सकते 
हैैं कि क््यया कोई विशषे संख््यया अनकु्रम का पद ह ैया नहीीं और साथ ही उस पद की स््थथिति भी ज्ञात कर 
सकते हैैं। उदाहरण के लिए, विषम संख््यया 137 पर विचार कीजिए। यह ज्ञात करने के लिए कि विषम 
सखं््यया अनकु्रम मेें यह संख््यया कौन-सी स््थथिति पर ह,ै हमेें समीकरण un = 137 को हल करना होगा। 
इसका अर््थ — 2n – 1 = 137 या n = 69 ह।ै इस प्रकार, 137 विषम सखं््यया अनकु्रम का 69वाँ पद ह।ै 

उदाहरण 2 — एक अन््य उदाहरण मेें उस अनकु्रम पर विचार कीजिए, जो व््ययापक सतू्र sn = 5n 
– 2 के द्वारा बनाया जाता ह।ै क््यया आप इस अनकु्रम के प्रथम 6 पद लिख सकते हैैं? इस अनकु्रम का 
100वाँ पद क््यया ह?ै इस अनकु्रम का 1000वाँ पद क््यया ह?ै 

आइए, जाँच करत हैैं कि क््यया संख््ययाए ँ308 और 473 इस अनकु्रम के पद हैैं। 
हम sn = 308 को हल करत हैैं, जो 5n – 2 = 308 ह।ै इससे 5n = 310 या n = 62 प्राप्‍त 

होता ह।ै इस प्रकार 308, इस अनकु्रम का 62वाँ पद ह।ै इसी प्रकार, 5n – 2 = 471 को हल करने पर  
5n = 473, n = 94.6 प्राप्‍त होता ह।ै चूकँि 94.6 एक प्राकृत संख््यया नहीीं ह,ै अत: हम निष््कर््ष निकाल 
सकते हैैं कि 471 इस अनकु्रम का पद नहीीं ह।ै क््यया आप बता सकते हैैं कि n को प्राकृत संख््यया क््योों 
होना चाहिए? 

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप वर््ग संख््ययाओ ंके अनकु्रम के nवेें पद को प्रदर््शशित करने वाला सतू्र ज्ञात कर सकते हैैं? 

प्रारभिक दस अभाज््य संख््ययाओ ंका अनकु्रम — 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 ह।ै क््यया 
आप इस अनकु्रम मेें कोई प्रतिरूप दखेते हैैं? क््यया आप किसी सतू्र पर विचार कर सकते हैैं, जिससे 
अगली कुछ अभाज््य संख््ययाओ ंका परू््ववानमुान लगाया जा सके? 
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प्रश्‍न — व््ययंजक tn = 3n –7 पर विचार कीजिए। 

(i)	 इस अनकु्रम का पहला, दसूरा, तीसरा, 12वाँ, 18वाँ और 50वाँ पद ज्ञात कीजिए। 

(ii)	 अनकु्रम का कौन-सा पद 332 ह?ै 

(iii)	 क््यया 557 इस अनकु्रम का कोई पद ह?ै क््योों या क््योों नहीीं?

8.3 अनुक्रम के लिए पुनरावर्ती सतू्र
अब तक हमने किसी अनकु्रम के nवेें पद के लिए व््ययापक सतू्र के रूप मेें n के पदोों मेें एक सतू्र का 
उपयोग किया ह।ै अनकु्रम के लिए सतू्र लिखने के अन््य प्रकार भी हैैं। अनकु्रम 1, 4, 7, 10, 13, ... पर 
विचार कीजिए। इसका nवाँ पद tn = 3n –2 ह।ै (इसे आप स््वय ही जाँचिए।) ध््ययान दीजिए कि प्रत््ययेक 
पद अपने परू््व पद से 3 अधिक ह।ै t

2
 = t

1
 + 3, t

3
 = t

2
 + 3, t

4
 = t

3
 + 3 और इसी प्रकार पद आगे 

भी हैैं। व््ययापक रूप मेें हम कह सकते हैैं कि tn = tn – 1 + 3, जहाँ n ≥ 2 ह ैअथवा हम अनकु्रम की 
व््ययाख््यया t

1
 = 1, tn = tn – 1 + 3 के रूप मेें भी कर सकते हैैं, जहाँ n का मान 2, 3, 4, ... हो सकता ह।ै 

इस प्रकार किसी अनकु्रम के पदोों को उनसे पहले आए पदोों से संबद्ध करत हुए अनकु्रम की व््ययाख््यया 
करना पुनरावर्ती सतू्र कहलाता ह।ै यदि आपको अनकु्रम के परू््व पद ज्ञात होों तो इस सतू्र का उपयोग 
करके आप आगामी पद ज्ञात कर सकते हैैं। ध््ययान दीजिए कि पनुरावर्ती सतू्र का उपयोग करके अगले 
पद को ज्ञात करने के लिए हमेें अनकु्रम के परू््व पद ज्ञात होने चाहिए। 

उदाहरण 3 — नीच ेदिए गए अनकु्रम के प्रथम चार पद पनुरावर्ती सतू्र द्वारा ज्ञात कीजिए। 
u
1
 = 1, un = 2un–1 + 3, जब n ≥ 2 हो। क््यया 133 इस अनकु्रम का कोई पद ह?ै 

हम उत्तरोत्तर रूप से n के मान 2, 3, 4 आदि विस््थथापित करत जाएगँे और प्रत््ययेक पद के मान 
की गणना करेेंगे। 

u
2
 = 2u

1
 + 3 = 2 × 1 + 3 = 5

u
3
 = 2u

2
 + 3 = 2 × 5 + 3 = 13

u
4
 = 2u

3
 + 3 = 2 × 13 + 3 = 29

इस प्रकार, अनकु्रम के प्रथम चार पद 1, 5, 13, 29 हैैं। अनवुर्ती पदोों की गणना करत हुए, हम 
जाँच सकते हैैं कि क््यया 133 इस अनकु्रम का कोई पद ह।ै 

उदाहरण 4 — नीच े दिए गए अनकु्रम के प्रथम चार पद पनुरावर्ती सतू्र द्वारा ज्ञात कीजिए।  
s
1
 = 3, sn = sn – 1 (sn – 1 –1), जहाँ n ≥ 2 ह।ै

n को 2, 3, 4 आदि से विस््थथापित कर एवं गणना करके प्रत््ययेक पद का मान निम््नलिखित प्रकार 
से ज्ञात किया जाता ह—ै

s
2
 = s

1
 (s
1
 – 1) = 3 × (3 – 1) = 3 × 2 = 6

s
3
 = s

2
 (s

2
 – 1) = 6 × (6 – 1) = 6 × 5 = 30

s
4
 = s

3
 (s

3
 – 1) = 30 × (30 – 1) = 30 × 29 = 870

इस प्रकार, अनकु्रम के प्रथम चार पद 3, 6, 30, 870 हैैं। 
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विरहांक-फिबोनाची अनुक्रम
किसी भी पनुरावर्ती सतू्र या नियम मेें केवल एक ही परू््व पद सम््ममिलित नहीीं होता ह,ै इसमेें दो या दो से 
अधिक परू््व पद सम््ममिलित हो सकत हैैं। 

ऐसे अनकु्रम का सबसे प्रसिद्ध उदाहरण V
1
, V

2
, V

3
, ... ह,ै जहाँ V

1
 = 1, V

2
 = 2 और  

Vn = Vn–1 + Vn–2 ह,ै जब n ≥ 3 हो। गणना करने पर हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
V
3
 = V

2
 + V

1
 = 2 + 1 = 3

V
4
 = V

3
 + V

2
 = 3 + 2 = 5

V
5
 = V

4
 + V

3
 = 5 + 3 = 8

अत: अनकु्रम प्राप्‍त होता ह—ै 

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
जिसमेें प्रत््ययेक पद, परू््व के दो पदोों का योग करने पर प्राप्‍त होता ह।ै 
क््यया आप इस अनकु्रम के अागामी दो पद लिख सकते हैैं? 
क््यया आप विगत कक्षाओ ंमेें अध््ययन किए इस अनकु्रम को पहचानते हैैं? बिल््ककु ल सही, यह 

विरहांक-फिबोनाची अनकु्रम ह!ै इसे सर््वप्रथम आचार््य कवि विरहांक द्वारा सातवीीं शताब््ददी मेें अपनी 
कृति वतृ्तजातिसमचु््चय मेें लिखा गया था। उन््होोंने इसका अन््ववेषण प्राकत मीटर और कविता के संदर््भ 
मेें किया था। इसका विस््ततृत अध््ययन भाषाविद-गणितज्ञ गोपाल (लगभग 1135 सामान््य संवत) और 
हमेचदं्र (लगभग 1150 सामान््य संवत) द्वारा किया गया। आगे चलकर इस अनकु्रम का अध््ययन 
इटली के गणितज्ञ फिबोनाची (लगभग 1200 सामान््य संवत) द्वारा भी किया गया। 

विरहांक अनकु्रम संपरू््ण गणित एवं विज्ञान विषयोों मेें एक महत््वपरू््ण भमूिका निभाता ह।ै हम 
आगामी कक्षाओ ंमेें पनु: इस अनकु्रम को कई बार दखेेेंगे। 

प्रश््‍ननावली 8.1

	 1.	 उस अनकु्रम के प्रथम पाँच पदोों को ज्ञात कीजिए, जिसका nवाँ पद निम््नलिखित प्रकार से दिया 
गया ह—ै

		  (i) tn = 3n – 4   (ii) tn = 2 – 5n  (iii) tn = n2 – 2n + 3 जहाँ n ≥ 1 हो। 

	 2.	 अनकु्रम tn = 5n – 3 हो, जबकि n ≥ 1 के 10वेें एवं 15वेें पदोों को ज्ञात कीजिए। 

	 3.	निर््धधा रित कीजिए कि क््यया 97 और 172 अनकु्रम tn = 5n – 3 के पद हैैं, जबकि n ≥ 1 ह।ै 

	 4.	 अनकु्रम tn = 5n – 3 जहाँ n ≥ 1 ह,ै मेें कौन-सा पद 607 ह?ै 

	 5.	 एक अनकु्रम t1 = –5, tn + 1 = tn + 3 पनुरावर्ती सतू्र द्वारा दर््शशाया जाता ह,ै जब n ≥ 1 हो। 
अनकु्रम के प्रथम पाँच पद ज्ञात कीजिए। क््यया इस अनकु्रम का एक पद 52 ह?ै यदि हाँ, तो यह 
अनकु्रम का कौन-सा पद ह?ै 
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	 6.	 मान लीजिए, T
1
 = 1, T

2
 = 2, T

3
 = 4 और Tn = Tn – 1 + Tn – 2 + Tn – 3 हो, जबकि  

n ≥ 4 ह।ै T
4
, T

5
, T

6
, T

7
, और T

8
 ज्ञात कीजिए।

8.4 समानांतर श्रेढ़ियाँ 
अब तक हमने अध््ययन किया कि अनकु्रम, संख््ययाओ ंकी ऐसी क्रमिक सचूी ह,ै जो किसी विशषे सतू्र 
का पालन करती ह।ै यद्यपि, ऐसे अनकु्रम भी हो सकते हैैं, जैसे कि अभाज््य संख््ययाओ ंका अनकु्रम, 
जिसके सतू्र मेें कोई नियमितता (समरूपता) नहीीं होती। 

हम इस अनभुाग मेें, एक विशषे प्रकार के अनकु्रमोों का अन््‍ववेषण करेेंगे, जो समानांतर श्रेढ़ी 
कहलाते हैैं। 

आइए, चित्र 8.3 मेें दिए गए वर्गगों के बढ़ते हुए प्रतिरूप को दखेते हैैं। चित्र मेें प्रतिरूप के प्रथम 
चार चरणोों को दर््शशाया गया ह।ै 

चरण 1	 चरण 2	 चरण 3	 चरण 4

चित्र 8.3 — वर्गगों का बढ़ता हुआ प्रतिरूप 

यदि हम प्रत््ययेक चरण मेें छोटे वर्गगों की संख््यया गिनते हैैं तो हमेें अनकु्रम 1, 5, 9, 13 प्राप्‍त होता ह।ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप अनकु्रम के 5वेें और 6वेें चरण मेें वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप 
चरण 10, 11 और 12 मेें वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप चरण 20 मेें वर्गगों 
की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप किसी भी चरण मेें वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान 
लगा सकते हैैं? 

हम दखेते हैैं कि प्रत््ययेक चरण मेें, पिछले चरण के प्रतिरूप के कोने के बिदओु ंसे 4 वर््ग जड़ु जाते 
हैैं। आगामी चरणोों मेें वर्गगों की संख््यया को इस प्रकार लिखा जा सकता ह—ै

1, 1 + 4, 1 + 4 + 4, 1 + 4 + 4 + 4, …
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इसे पनु: इस प्रकार लिखा जा सकता ह—ै
1, 1 + 1 × 4, 1 + 2 × 4, 1 + 3 × 4, ...

यदि हम इन व््ययंजकोों को किसी अनकु्रम के पदोों की तरह मानते हैैं, तो हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
t
1
 = 1, t

2
 = 1 + 1 × 4, t

3
 = 1 + 2 × 4, t

4
 = 1 + 3 × 4

और इसी प्रकार आगे भी पद चलते रहते हैैं। अत: हम nवेें पद को tn = 1 + (n –1) × 4 के रूप 
मेें लिख सकते हैैं, जिसे हल करने पर tn = 4n – 3 प्राप्‍त होता ह।ै

चित्र 8.3 मेें वर्गगों की संख््यया को प्रदर््शशित करने वाले अनकु्रम मेें प्रारभिक छह पद 1, 5, 9, 13, 
17, 21 हैैं। हम दखेते हैैं कि दो क्रमिक पदोों के बीच अतंर अचर मान 4 ह।ै ऐसे अनकु्रम जिनमेें दो 
क्रमिक पदोों के बीच अतंर अचर हो समानांतर श्रेढ़ि‍याँ (APs) कहलाते हैैं। 

सोचिए और विचार कीजिए 
इस अध््ययाय मेें अब तक हमने जिन अनकु्रमोों पर चर््चचा की ह,ै उन पर विचार कीजिए। उनमेें से कौन-सी 
समानांतर श्रेि‍ढ़याँ हैैं और कौन-सी नही हैैं? क््यया आप अपने कथन को सिद्ध कर सकते हैैं?

ध््ययान दीजिए कि ऊपर दिए गए अनकु्रम के nवेें पद tn = 1 + (n – 1) × 4 मेें 1 अनकु्रम का प्रथम 
पद ह ैऔर 4 ‘सार््व अतंर’ ह।ै इसी प्रकार, अनकु्रम 1, 4, 7, 10, ... का nवाँ पद tn = 1 + (n – 1) 
× 3 ह,ै जिसमेें 1 प्रथम पद ह ैऔर 3 सार््व अतंर ह।ै अनकु्रम 11, 7, 3, –1, –5, ... मेें संख््ययाओ ंमेें 4 
की कमी होती जाती ह।ै यह भी एक समानांतर श्रेढ़ी ह,ै जिसमेें प्रथम पद 11 ह ैऔर सार््व अतंर – 4 ह।ै

सामान््यत: किसी समानांतर श्रेढ़ी (AP) की व््ययाख््यया इस प्रकार की जा सकती ह—ै
a, a + d, a + 2d, a + 3d, ..., a + (n – 1) × d 

जहाँ ‘a’ प्रथम पद ह ैऔर ‘d’ सार््व अंतर ह।ै इस प्रकार, tn = a + (n – 1) × d, a और d के स््थथिर 
मान के लिए समानांतर श्रेणी के nवेें पद के लिए व््ययंजक ह।ै 

8.4.1 समानांतर श्रेढ़ी का दृश््ययाांकन
आइए, चित्र 8.3 मेें वर्गगों के बढ़ते प्रतिरूप पर वापस चलते हैैं और प्रत््ययेक चरण मेें छोटे वर्गगों की संख््यया 
को प्रदर््शशित करने वाली तालिका तैयार करत हैैं। 

चरण सखं््यया 1 2 3 4 5 … n

वर्गगों की सखं््यया 1 5 9 13 17 … 4n – 3

आइए, ऊपर दी गई तालिका मेें दी हुई जानकारी का उपयोग करत हुए क्रमिक यगु््म (x, y) बनाते 
हैैं, जिसमेें x चरण संख््यया को और y संगत वर्गगों की संख््यया को प्रदर््शशित करता ह।ै जब हम तालिका से 
प्राप्‍त क्रमिक यगु््मोों (1, 1), (2, 5), (3, 9), (4, 13), (5, 17) को आलेख पत्रक पर प्रदर््शशित करत हैैं 
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तो हम दखेते हैैं कि वे एक सरल रेखा पर स््थथित हैैं। इसे चित्र 8.4 मेें दर््शशाया गया ह।ै 

x - अक्ष 

8 104

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

60 2

(1, 1)
2

–2

y - अक्ष

(3, 9)

(4, 13)

(5, 17)

(2, 5)

चित्र 8.4 — रैखिक प्रतिरूप द्वारा प्रदर््शशित वर्गगों का बढ़ता प्रतिरूप

प्रश्‍न — सत््ययापित कीजिए कि नीच ेदिए गए अनकु्रम समानांतर श्रेढ़ियाँ हैैं और उनके nवेें पद 
लिखिए। इन अनकु्रमोों से प्राप्‍त क्रमिक यगु््मोों को आलेख पत्रक पर प्रदर््शशित करने पर आप क््यया 
अवलोकन करत हैैं? 
(i) 2, 5, 8, 11, …            (ii) –5, –1, 3, 7, …

प्रश्‍न — सतू्र tn = a + (n – 1) × d का उपयोग करत हुए नीच ेदी गई समानांतर श्रेढ़ियोों के nवेें 
पद ज्ञात कीजिए। 

(i) 12, 52, 92, 13
2 , …           (ii) 1.5, 3.5, 5.5, 7.5, …

ध््ययान दीजिए कि tn = a + (n – 1) × d, किसी समानांतर श्रेढ़ी के nवेें पद को ज्ञात करने के लिए 
व््ययापक सतू्र ह।ै क््यया हम पनुरावर्ती सतू्र को भी ज्ञात कर सकते हैैं? हाँ, यह सतू्र t

1
 = a, tn =  tn – 1

 + d 
ह ैजबकि n ≥ 2 ह।ै 
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समानांतर श्रेढ़ी 1, 5, 9, 13, 17, ... पर पनु: विचार कीजिए। चूकँि प्रत््ययेक पद परू््व पद से 4 
अधिक ह,ै तो इस अनकु्रम को लिखने की अन््य विधि ह ैt

1
 = 1, tn = tn – 1 + 4 जहाँ n ≥ 2 ह।ै आप 

स््वय ही सत््ययापित कीजिए कि इस पनुरावर्ती सतू्र से अनकु्रम के पद प्राप्‍त होते हैैं। 
प्रश्‍न — परू््व के प्रश्‍नों मेें समानांतर श्रेढ़ियोों के लिए पनुरावर्ती सतू्र ज्ञात कीजिए। 
उदाहरण 5 — एक व््यक््‍तति शहर मेें घमूने के लिए एक टैक््ससी किराए पर लेता ह।ै टैक््ससी कंपनी 

एक निश््‍चचित आरक्षण शलु््क (बकुिग) ₹200 लेती ह ैऔर ₹40 प्रत््ययेक किलोमीटर (कि.मी.) यात्रा के 
लिए लेती ह।ै आइए 1 कि.मी., 2 कि.मी., 3 कि.मी., आदि यात्रा के लिए कुल किराए को प्रदर््शशित 
करने वाला अनकु्रम लिखते हैैं। यदि वह व््यक््‍तति 10 कि.मी. लंबी यात्रा करता ह ैतो कुल किराया 
कितना होगा? 

चूकँि निर््धधारित बकुिग राशि ₹200 ह,ै तो 1 कि.मी.की यात्रा के बाद किराया ₹200 + ₹40  
= ₹240 होगा, 2 कि.मी.की यात्रा के बाद किराया ₹200 + ₹80 = ₹280 होगा और 3 कि.मी.की 
यात्रा के बाद किराया ₹200 + ₹120 = ₹320 होगा। अनकु्रम 240, 280, 320, ... एक समानांतर 
श्रेढ़ी ह ैजिसमेें प्रथम पद 240 ह ैऔर सार््व अतंर 40 ह।ै अनकु्रम का nवाँ पद 240 + (n – 1) × 40 
= 240 + 40n – 40 = 200 + 40n ह,ै जहाँ n कि.मी.मेें तय की गई यात्रा को प्रदर््शशित करता ह।ै 

8.5 आरंभिक n प्राकृत सखं््ययाओ ंका योग 
इस अनभुाग मेें, हम प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंके योग के लिए एक सरल कित ुमहत््वपरू््ण सतू्र का 
निगमन करेेंगे। इसे प्रारभ करने के लिए, क््यया आप प्रथम दस प्राकृत संख््ययाओ ंका योगफल उनका 
वास््तव मेें योग किए बिना ज्ञात कर सकते हैैं। 

आइए, एक विशिष्‍ट दृष््‍टटिकोण से प्रयास करत हैैं। मान लीजिए S प्रथम दस प्राकृत संख््ययाओ ंके 
योगफल को प्रदर््शशित करता ह।ै इस प्रकार, S = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 ह।ै 
हम इसे S = 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 भी लिख सकते हैैं। यदि हम इन दोनोों 
समीकरणोों को एक के नीच ेएक लिखते हैैं तो हम कुछ रोचक दखेते हैैं। 

S = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10
S = 10 + 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1

दोनोों समीकरणोों मेें संगत संख््ययाओ ंके प्रत््ययेक यगु््म, 1 + 10, 2 + 9, 3 + 8, ..., 10 + 1 मेें 
योगफल 11 प्राप्‍त होता ह।ै 

इस प्रकार, S के दोनोों समीकरणोों का योग करने पर हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
2S = 11 + 11 + 11 + ... + 11 (अर््थथात, 11 का 10 बार योग)

इससे हम े2S = 110 या S = 55 प्राप्‍त होता ह।ै प्रथम 10 प्राकृत संख््ययाओ ंका योगफल वास््तव 
मेें 55 ह।ै 
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सोचिए और विचार कीजिए 

क््यया इसी विधि द्वारा 1 + 2 + 3 + ... + 100 का योगफल ज्ञात किया जा सकता ह?ै 

इस विधि द्वारा संख््ययाओ ंको 1 से किसी संख््यया तक योग के रूप मेें लिखना, फिर इस योग को 
व््ययुत्कक्रम रूप (पीछे से आगे) मेें लिखना, फिर इन दोनोों व््ययंजकोों का योग करना; इसके द्वारा n के 
किसी भी मान के लिए प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंका योगफल ज्ञात करने का सूत्र निकाला (प्राप्‍त 
किया) जा सकता ह।ै 

मान लीजिए, S = 1 + 2 + ... + n 
तब S = n + (n –1) + ... + 1

अत: 2S = n(n + 1) ह।ै हम निष््कर््ष निकाल सकते हैैं कि S = 
n(n + 1)

2
 ह।ै

हम इस तर््क  पर चित्रात््मक रूप से भी विचार कर सकते हैैं। 

चित्र 8.5 मेें आरेख 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 योग के 
लिए विधि को प्रदर््शशित करता ह।ै ध््ययान दीजिए कि चित्र 
मेें घमुावदार विभाजन के ऊपर और नीच ेवतृ्ततों के दो समहू 
सन््ननिहित हैैं, जो योग 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 को प्रदर््शशित 
करत हैैं। कुल वतृ्त 7 × 6 विमाओ ं वाली आयताकार 
व््यवस््थथा बनाते हैैं। 

2 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7 × 6
चित्र 8.5

इस प्रकार, चित्र 8.5, 2 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7 × 6 तथ््य को दर््शशाता ह।ै 

इसे भी योगफल ज्ञात करने के लिए विस््ततारित किया जा सकता ह।ै 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

जो ह,ै 2 × (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10) = 10 × 11

सामान््य रूप मेें, 2 × (1 + 2 + 3 + 4 + ... + n) = n × (n + 1)

इस प्रकार, 1 + 2 + 3 + 4 + ... + n =  
n(n + 1)

2
 

यदि हम प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंके योगफल को दर््शशाने के लिए संकेतक Sn का उपयोग करत 

हैैं, तब Sn = 
n(n + 1)

2
 ह।ै
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इस परिणाम का प्रथम ज्ञात लिखित उल््ललेख आर््यभट्ट के ग्रंथ आर््यभटीयम के अध््ययाय 2 के  
छंद 19 मेें दखेा जा सकता ह।ै यह छंद योग की गणना करने की दो विधियाँ बताता ह ैजिसमेें दसूरा 
भाग बताता ह ैकि योग की गणना पहले और अतंिम पदोों के योग को दो से विभाजित करके (औसत) 
और पदोों की संख््‍यया से गणुा करके की जा सकती ह।ै

सोचिए और विचार कीजिए 

क््यया आप ऊपर दिए गए सतू्र का उपयोग S
20

, S
50

 या S
1000

 ज्ञात करने के लिए कर सकते हैैं? 

साथ ही, इस सतू्र का उपयोग क्रमागत संख््ययाओ ंका योगफल ज्ञात करने मेें किया जा सकता ह ै
जैसे कि 25 + 26 + 27 + ... + 58 का योगफल ज्ञात करने मेें। 
ध््ययान दीजिए कि 25 + 26 + 27 + ... + 58 = (1 + 2 + 3 + ... + 58) – (1 + 2 + 3 + ... 24) 

= S
58

 – S
24

 = 58 59

2

24 25

2

×
−

×
=� 29 × 59 – 12 × 25 = 1711 – 300 = 1411.

सोचिए और विचार कीजिए 
आइए, त्रिभजुाकार संख््ययाओ ं1, 3, 6, 10, 15, ... के अनकु्रम tn 

पर पनु: विचार करत हैैं, जिसे चित्र 
8.1 मेें दर््शशाया गया ह।ै ध््ययान दीजिए कि इस अनकु्रम का nवाँ पद, प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंका योग ह।ै 

इस प्रकार tn = 
n n +( )1

2
 ह।ै 

क््यया आप इस सतू्र का उपयोग 10वीीं, 17वीीं और 80वीीं त्रिभजुाकार संख््ययाए ँप्राप्‍त करने मेें कर सकते हैैं? 

प्रश््‍ननावली 8.2

	 1.	 समानांतर श्रेढ़ी 3, 8, 13, 18, ... के 10वेें और 26वेें पद ज्ञात कीजिए। 

	 2.	 समानांतर श्रेढ़ी 21, 18, 15, ... का कौन-सा पद – 81 ह?ै साथ ही क््यया 0 इस समानांतर श्रेढ़ी 
का एक पद ह?ै अपने उत्तर के लिए कारण दीजिए। 

	 3.	 समानांतर श्रेढ़ी 11, 8, 5, 2, ... का nवाँ पद ज्ञात कीजिए। इस श्रेढ़ी के लिए पनुरावर्ती  
सतू्र लिखिए। 

	 4.	 एक समानांतर श्रेढ़ी मेें 50 पद हैैं यदि श्रेढ़ी का तीसरा पद 12 और अतंिम पद 106 ह ैतो इसका 
29वाँ पद ज्ञात कीजिए। 

		  (सकेंत — यदि ‘a’ प्रथम पद हो तथा ‘d’ सार््व अतंर हो, तब हमेें दो समीकरण a + 2d = 12 
और a + 49d = 106 प्राप्‍त होता ह।ै रैखिक समीकरणोों के इस यगु््म को ‘a’ तथा ‘d’ के लिए 
हल कीजिए)।
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	 5.	कित नी 2-अकंीय संख््ययाए ँ 3 से विभाज््य हैैं? इन सभी 2-अकंीय संख््ययाओ ं का योगफल 
क््यया ह?ै 

	 6.	 हरीश ने कोई कार््य (नौकरी) ₹5,00,000 वार््षषिक आय से प्रारभ की और प्रतिवर््ष ₹20,000 
वेतन-वदृ्धि के रूप मेें प्राप्‍त किए। कितने वर्षषों के बाद उसकी आमदनी ₹7,00,000 हुई होगी? 

	 7.	 एक बच््चचा कंचोों को पंक््‍ततियोों मेें इस प्रकार व््यवस््थथित करता ह ैकि पहली पंक््‍तति मेें 1 कंचा ह,ै 
दसूरी पंक््‍तति मेें 2 कंच ेहैैं, तीसरी पंक््‍तति मेें 3 कंच ेहैैं तथा इसी प्रकार से 25वीीं पकं््‍तति तक कंच े
रख ेगए हैैं। बच््चचा इनम ेमेें कुल कितने कंचोों का उपयोग करता ह?ै 

8.6 गुणोत्तर श्रेढ़ि‍याँ 
इस अनभुाग मेें, हम एक अन््य विशषे प्रकार के अनकु्रम का अन््‍ववेषण करेेंगे, जो गुणोत्तर श्रेढ़ी 
कहलाता ह।ै चित्र 8.6 मेें प्रदर््शशित वर्गगों के बढ़ते प्रतिरूप पर विचार कीजिए। चित्र मेें प्रतिरूप के प्रथम 
चार चरण प्रदर््शशित किए गए हैैं। 

चरण 1
चरण 2

चरण 3

चरण 4

चित्र 8.6 — वर्गगों का बढ़ता हुआ प्रतिरूप

यदि हम प्रतिरूप के चार चरणोों मेें हरे वर्गगों की कुल संख््यया गिनते हैैं, तो हमेें अनकु्रम 3, 6, 12, 
24 प्राप्‍त होता ह।ै 

सोचिए और विचार कीजिए 
क््यया आप प्रतिरूप के चरण 5 और 6 मेें वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप 
चरण 10, 11 और 12 मेें वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? क््यया आप चरण 20 मेें वर्गगों 
की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? ऊपर दिया गया प्रतिरूप चित्र 8.3 के बढ़ते प्रतिरूप से किस 
प्रकार भिन््न ह?ै 

हम दखेते हैैं कि प्रत््ययेक चरण मेें, वर्गगों की संख््यया पिछले चरण मेें वर्गगों की संख््यया की दोगनुी ह।ै 
आगामी चरणोों मेें वर्गगों की संख््यया 3, 3 + 3 = 6, 6 + 6 = 12, 12 + 12 = 24, ... ह।ै 
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इसे पनु: इस प्रकार लिखा जा सकता ह—ै
3, 3 × 2, 3 × 4, 3 × 8, ... या 3, 3 × 2, 3 × 22, 3 × 23, ...

यदि हम इन व््ययंजकोों को एक अनकु्रम के पदोों के रूप मेें मानते हैैं तो हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
t
1
 = 3, t

2
 = 3 × 2, t

3
 = 3 × 22, t

4
 = 3 × 23

एवं इसी प्रकार आगे भी पद हैैं। हम nवेें पद को tn = 3 × 2(n –1) के रूप मेें लिख सकते हैैं। पनुरावर्ती 
सतू्र के रूप मेें हम t

1
 = 3 और tn = 2tn – 1, जहाँ n ≥ 2 हो, लिख सकते हैैं। 

अनकु्रम के प्रथम छ: पद 3, 6, 12, 24, 48, 96 हैैं। अनकु्रम का प्रत््ययेक पद, पिछले पद को 2 
गणुा करने पर प्राप्‍त होता ह।ै यह अचर गुणक अनकु्रम का सार््व अनुपात भी कहलाता ह।ै हम दखेते 
हैैं कि पदोों के क्रमागत यगु््मोों का अनपुात सभी मेें समान ह।ै 

 63 = 12
6   = 24

12  = 48
24  = 96

48  = 2

सार््व अनपुात के साथ ऐसा अनकु्रम गुणोत्तर श्रेढ़ी कहलाता ह।ै व््ययापक रूप मेें गुणोत्तर श्रेढ़ी 
की व््ययाख््यया अनकु्रम a, ar, ar2, ar3, ... arn–1 के रूप मेें की जा सकती ह ैजहाँ ‘a’ प्रथम पद ह,ै ‘r’ 
सार््व अनुपात ह ैऔर tn = arn–1, nवाँ पद ह।ै

उदाहरण 6 — क््यया 1, 2, 4, 8, 16, ... एक गणुोत्तर श्रेढ़ी ह?ै यदि हाँ, तो सार््व अनपुात क््यया ह?ै    

उदाहरण 7 — क््यया 1, 3, 9, 27, 81, ... एक गणुोत्तर श्रेढ़ी ह?ै यदि हाँ, तो सार््व अनपुात क््यया ह?ै 

उदाहरण 8 — क््यया 1, –1, 1, –1, 1, ... एक गणुोत्तर श्रेढ़ी ह?ै यदि हाँ, तो सार््व अनपुात क््यया ह?ै 

उदाहरण 9 — जाँच कीजिए कि क््यया अनकु्रम 5, 15
4

, 45
16

, 135
64

, ... एक गणुोत्तर श्रेढ़ी ह।ै 
इसका nवाँ पद ज्ञात कीजिए। 

दिए गए अनकु्रम मेें t
1
 = 5, t

2
 = 15

4
, t

3
 = 45

16
, t

4 
= 135

64
आइए, पदोों के क्रमागत यगु््मोों के अनपुात की गणना करत हैैं। 

t
t
2

1

 = 
15

4
5

15

4

1

5

3

4
� � � �÷ = × =

t
t
3

2

 = 
45

16

15

4

45

16

4

15

3

4
� � � �÷ = × =

t
t
4

3

 = 
135

64

45

16

135

64

16

45

3

4
� � � �÷ = × =

पदोों के क्रमागत यगु््मोों का अनपुात अचर 3
4

 ह।ै अत: दिया गया अनकु्रम एक गणुोत्तर श्रेणी ह,ै 

जिसमेें a = 5 और r = 
3
4 ह।ै nवाँ पद = a × r(n–1) = 5 × 

13
4

n−
 
 
 

 ह।ै इस व््ययंजक मेें n को 1, 2, 3, 

... से विस््थथापित कीजिए और जाँचिए कि क््यया आपको दिए गए अनकु्रम के पद प्राप्‍त होते हैैं।

Chapter 8.indd   187Chapter 8.indd   187 6/12/2026   3:55:38 PM6/12/2026   3:55:38 PM



188 गणि‍त मजंरी | कक्षा 9 | भाग 1

प्रश्‍न — जाँचिए कि क््यया नीच े दिए गए अनकु्रम गणुोत्तर श्रेढ़ियाँ हैैं और उनके nवेें पद ज्ञात 
कीजिए। 

(i)	 2, 10, 50, 250, …

(ii)	 4, 8
3

,  16
9

,  32
27

, …

(iii)	 3, –3
2

,  3
4
,  –3

8
, …

प्रश्‍न — क््यया आप सतू्र tn = 3 × 10n–1 के लिए पनुरावर्ती सतू्र का पता लगा सकते हैैं, जिससे 
गणुोत्तर श्रेढ़ी 3, 30, 300, 3000, ... बनती ह?ै 

8.6.1 फ्रै क््टल्‍स के साथ आनंद 

कक्षा 8 की गणित की पाठ्यपसु््तक से अन््य रोचक प्रतिरूप का स््मरण कीजिए जैसा कि चित्र 8.7 मेें 
दर््शशाया गया ह।ै चरण 0, समबाहु त्रिभजु के आकार मेें काटे गए एक कागज के टुकड़े को प्रदर््शशित करता 
ह।ै आइए, त्रिभजु की तीनोों भजुाओ ंके मध््य बिदओु ंको मिलाते हैैं, जिससे चार छोटे समबाहु त्रिभजु 
प्राप्‍त होते हैैं। अब मध््य मेें स््थथित त्रिभजु को हटा दीजिए। आपको चरण 1 मेें दर््शशाया गया चित्र प्राप्‍त 
होगा जिसके मध््य मेें त्रिभजुाकार रिक्‍त होगी। इसी प्रक्रिया को चरण 1 मेें सभी तीन काले त्रिभजुोों पर 
दोहराइए। इससे आपको चरण 2 मेें प्रदर््शशित चित्र प्राप्‍त होगा। इसी विधि से हम चरण 2 से चरण 3 तक 
पहुचँते हैैं। इस प्रक्रिया को निरतर जारी रखा जा सकता ह।ै इस आकर््षक प्रतिरूप को सिएरपिस््ककी 
त्रिभुज कहा जाता ह।ै वास््तव मेें, यह एक फ्रै क््टल ह।ै फ्रै क््टल के विषय मेें और अधिक अध््ययन हम 
आगामी कक्षाओ ंमेें करेेंगे। 

चरण 0 चरण 1 चरण 2 चरण 3
चित्र 8.7

वाक््ललाव सिएरपिस््ककी (1882–1969) एक पोलिश गणितज्ञ थे, जिन्‍हें गणित मेें 
उनके अनेक योगदानोों के लिए जाना जाता हैैं, जिसमेें सिएरपिस््ककी गास््कके ट भी 
सम््ममिलित ह,ै जो फ्रै क््टल्‍स के सबसे प्रारभिक और सबसे प्रसिद्ध उदाहरणोों मेें से 
एक ह।ै 
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सोचिए और विचार कीजिए 
सिएरपिंस््ककी त्रिभजु का अवलोकन कीजिए और नीच ेदिए गए प्रश्‍नों के उत्तर दनेे का प्रयास कीजिए। 

(क)	चित्र  8.7 मेें चरण 0 से चरण 3 तक कितने काले त्रिभजु हैैं? 

(ख)	 क््यया आप चरण 4 और चरण 5 मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? 

(ग)	 क््यया आप nवेें चरण मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया के लिए सतू्र ज्ञात कर सकते हैैं? 

(घ)	�म ान लीजिए चरण 0 मेें त्रिभजु का क्षेत्रफल (जो काला क्षेत्र ह)ै 1 वर््ग इकाई ह।ै चरण 1, 2 और 
3 मेें काले क्षेत्र का क्षेत्रफल क््यया ह?ै चरण 4 और 5 मेें काले क्षेत्र का क्षेत्रफल क््यया होगा? nवेें 
चरण मेें काले क्षेत्र के क्षेत्रफल के लिए एक सतू्र ज्ञात कीजिए। चरणोों की संख््यया n के बढ़ने के 
साथ इस क्षेत्रफल मेें क््यया अतंर आता ह?ै 

हम दखेते हैैं कि चरण 0, 1, 2 और 3 मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया क्रमश: 1, 3, 9 और 27 ह।ै 
वास््तव मेें, प्रत््ययेक चरण मेें प्रत््ययेक काला त्रिभजु अगले चरण मेें तीन छोटे त्रिभजुोों से विस््थथापित कर 
दिया जाता ह।ै इस प्रकार, प्रत््ययेक चरण मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया, पिछले चरण मेें त्रिभजुोों की संख््यया 
से तीन गनुा ह।ै 

चरण 4 और 5 मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया 81 और 243 होगी। 

ध््ययान दीजिए कि अनकु्रम 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... एक गणुोत्तर श्रेढ़ी ह,ै क््योोंकि अनकु्रम का 
प्रत््ययेक आगामी पद पिछले पद को 3 से गणुा करने पर प्राप्‍त किया जा सकता ह।ै इसक अतिरिक्‍त, उस 
अनकु्रम के सभी पद 3 की घातेें ह ै— 1 = 30, 3 = 31, 9 = 32 और इसी प्रकार आगे भी पद हैैं। इसी 
प्रक्रिया को जारी रखते हुए हम दखेते हैैं कि 3 की घात, चरण संख््यया के बराबर ह ैजैसा कि तालिका 1 
मेें दर््शशाया गया ह।ै इस प्रकार सिएरपिंस््ककी त्रिभजु अनकु्रम के nवेें चरण मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया 3n 

से दी जाती ह।ै चरण संख््यया बढ़ने के साथ काले त्रिभजुोों की संख््यया अत््‍ययंत तीव्रता से बढ़ती ह।ै क््यया 
आप व््ययाख््यया कर सकते हैैं कि ऐसा क््योों ह?ै 

काले क्षेत्र के क्षेत्रफल के विषय मेें क््यया कहा जा सकता ह?ै चरण 1 मेें, चरण 0 का समबाहु त्रिभजु 

4 समान भागोों मेें बाँटा जाता ह ैऔर मध््य भाग को हटा दिया जाता ह।ै इसका अर््थ ह ैकि यदि चरण 

0 मेें काला क्षेत्र 1 वर््ग इकाई ह ैतो चरण 1 मेें काला क्षेत्र 34 वर््ग इकाई होगा। यह प्रक्रिया चरण 1 से 

चरण 2 प्राप्‍त करने के लिए दोहराई जाती ह।ै

अत: चरण 2 मेें काला क्षेत्र, चरण 1 मेें काले क्षेत्र का 34 भाग होगा जो 
3

4

3

4

3

4

2

× = 





 के समान 

ह।ै क््यया आप व््ययाख््यया कर सकते हैैं कि क््योों चरण n मेें काला क्षेत्र 3

4











n

 होगा? 
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प्रत््ययेक चरण मेें काले क्षेत्र के क्षेत्रफल से एक गणुोत्तर श्रेढ़ी प्राप्‍त होती ह,ै जिसमेें अनकु्रम का 

प्रत््ययेक उत्तरोत्तर पद, पिछले पद को 34 से गणुा करने पर प्राप्‍त किया जाता ह।ै इस प्रकार काले त्रिभजुोों 

की संख््यया तीव्रता से बढ़ने के साथ त्रिभजुोों का कुल क्षेत्रफल घटता ह।ै 

तालिका 1 

चरण (n) 0 1 2 3 4 5 … n

काले त्रिभुजोों की 
सखं््यया (tn) 

1 = 30 3 = 31 9 = 32 27 = 33 81 = 34 243 = 35 … 3n

छायांकित  
क्षेत्रफल (sn) 

1 3

4

3

4

2











3

4

3











3

4

4











3

4

5









 … 3

4











n

किसी भी चरण मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया और काले क्षेत्र के क्षेत्रफल के लिए व््ययापक सतू्र 

क्रमश: tn = 3n और sn = 
3

4











n

 द्वारा दिया जाता ह।ै इन दोनोों के लिए पनुरावर्ती सतू्र हैैं—

t
1
 = 1, tn = 3 × tn–1 जहाँ n ≥ 2 और s

1
 = 1, sn = 34 × sn–1 जहाँ n ≥ 2 ह।ै 

फ्रै क््टल्‍स व े आकृतियाँ या प्रतिरूप हैैं, जिनका वही रूप 
विभिन्‍न स्‍तरोों पर बार-बार दिखाई दतेा ह।ै इसका अर््थ ह ै
कि यदि आप फ्रे क््टल के किसी छोटे से भाग को विस््ततारित 
करके दखेते हैैं, तो यह संपरू््ण आकृति या प्रतिरूप के समान 
दिखाई दतेा ह!ै फ्रै क््टल्‍स प्रकृति मेें सभी जगह पाए जाते हैैं, 
जैसे कि वकृ्षषों की शाखाओ ंमेें, सब््जजियोों जसेै फूलगोभी या 
ब्रोकली मेें, हिमकण (स््ननोफ््ललेक््स) की आकृति मेें या तटीय 
रेखाओ ंके प्रतिरूप मेें, व ेसरल नियमोों के उपयोग द्वारा बनाए 
(रचित किए) जा सकते हैैं, कित ुबहुत ही जटिल और सुदंर 
अभिकल््पनाए ँ(डिजाइन) बना सकते हैैं। फ्रै क््टल्‍स हमेें प्रकृति 
मेें प्रतिरूपोों को समझने मेें सहायता करत हैैं और साथ ही हमेें 
गणित मेें महत्तत्वपरू््ण अवधारणाओ ंकी ओर ले जाते हैैं। 

चित्र 8.8

8.6.2 गुणोत्तर श्रेढ़ी का दृश््ययाांकन 

आइए, चित्र 8.6 मेें वर्गगों के बढ़ते हुए प्रतिरूप को पनु: दखेते हैैं और प्रत््ययेक चरण मेें हरे वर्गगों की संख््यया 
प्रदर््शशित करने वाली तालिका बनाते हैैं। 
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चरण सखं््यया 1 2 3 4 5 … n

वर्गगों की सखं््यया 3 6 12 24 48 … 3 × 2n–1

आइए, संख््ययाओ ंके यगु््म (x, y) पर विचार करत हैैं जहाँ x, चरण संख््यया को प्रदर््शशित करता ह ै
और y संगत वर्गगों की संख््यया को प्रदर््शशित करता ह।ै जब हम ऊपर दी गई तालिका से प्राप्‍त क्रमिक यगु््मोों 
के आलेख पत्रक पर प्रदर््शशित करत हैैं अर््थथात यगु््मोों (1, 3), (2, 6), (3, 12), (4, 24), (5, 48) को 
प्रदर््शशित करत हैैं तो हम दखेते हैैं कि वे एक सरल रेखा पर स््थथित नहीीं हैैं। इसे चित्र 8.9 मेें दर््शशाया गया ह।ै 

इसी प्रकार, जब हम संख््ययाओ ंके यगु््मोों (x, y) को आलेख पत्रक पर प्रदर््शशित करत हैैं जहाँ x 
चरण संख््यया को प्रदर््शशित करता ह ैऔर y सिएरपिस््ककी त्रिभजु मेें काले त्रिभजुोों की संख््यया को प्रदर््शशित 
करता ह,ै तो हमेें चित्र 8.10 (क) मेें दिया गया आलेख प्राप्‍त होता ह।ै चित्र 8.10 (ख) उस आलेख 
को दर््शशाता ह,ै जिसमेें चरण संख््ययाओ ंको x - अक्ष पर और उन चरणोों मेें काले क्षेत्र के क्षेत्रफल को 
y - अक्ष पर प्रदर््शशित किया गया ह।ै आलेख से हमेें पता चलता ह ैकि चरण संख््ययाओ ंके बढ़ने के साथ 
छायांकित त्रिभजुोों की संख््यया बहुत तीव्रता से बढ़ती ह,ै जबकि काले क्षेत्र का क्षेत्रफल कम होता जाता 
ह ैऔर 0 के निकटतम होता जाता ह।ै 

x - अक्ष 

4 52
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35

45

50

y - अक्ष

30 1

(1, 3)

(2, 6)

(3, 12)

5

(4, 24)

(5, 48)

चित्र 8.9 — गणुोत्तर श्रेढ़ी से प्राप्‍त बिद ुएक सरल रेखा पर स््थथित नहीीं हैैं
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5

	 (क)	 (ख) 
चित्र 8.10 — सिएरपिस््ककी त्रिभजु के चरणोों से प्राप्‍त होने वाले बिद ुगणुोत्तर श्रेढ़ी का निर््ममाण करते हैैं

यहाँ एक अन््य उदाहरण दिया गया ह,ै जिसमेें एक गणुोत्तर श्रेढ़ी प्राप्‍त होती ह।ै 

उदाहरण 10 — एक गेेंद भमूि से 24 फुट की ऊँचाई से गिराई जाती ह।ै प्रत््ययेक बार गेेंद भमूि से 

टकराकर इसकी पिछली ऊँचाई के (34)वाँ भाग ऊँचाई तक ऊपर जाती ह।ै

	 (क)	 क््यया आप गेेंद के (भमूि से टकराकर वापस जाने की पाँच क्रमिक घटनाओ)ं पाँच उछालोों 
मेें गेेंद को प्राप्‍त ऊँचाइयोों की संख््ययाओ ंका अनकु्रम लिख सकते हैैं?

	 (ख)	प्रार भ मेें गेेंद को गिराए जाने की ऊँचाई के 16 वेें भाग से कम ऊँचाई तक गेेंद के पहुचँने 

के लिए गेेंद को गिराए जाने के कितने प्रयासोों (उछालोों) की आवश््यकता ह?ै 
गेेंद के प्रत््ययेक उछाल (भमूि से टकराकर वापस ऊपर जाने की प्रत््ययेक घटना) मेें गेेंद को प्राप्‍त 

अधिकतम ऊँचाइयोों का अनकु्रम ह ै— 
प्रथम उछाल – 24 × 0.75 = 18 फुट 
दसूरी उछाल – 18 × 0.75 = 13.5 फुट
तीसरी उछाल – 13.5 × 0.75 = 10.125 फुट
चौथी उछाल – 10.125 × 0.75 = 7.59375 फुट
पाँचवी उछाल – 7.59357 × 0.75 = 5.695 फुट 
छठी उछाल – 5.695 × 0.75 = 4.27125 फुट
सातवीीं उछाल – 4.27125 × 0.75 = 3.2034375 फुट
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चित्र 8.11

ऊँचाइयोों के अनकु्रम से एक गणुोत्तर श्रेढ़ी प्राप्‍त होती ह,ै जिसमेें a = 18 और r = 0.75  

(या 34) ह।ै गणुोत्तर श्रेढ़ी 18, 13.5, 10.125, 7.594, 4.27125, 3.2034375, ... ह।ै हम दखेते हैैं 

कि सातवीीं उछाल के बाद गेेंद अपनी प्रारभिक ऊँचाई के 16 गनेु से कम ऊँचाई तक जाती ह।ै

प्रश््‍ननावली 8.3

	 1.	 उस गणुोत्तर श्रेढ़ी का 12वाँ पद ज्ञात कीजिए, जिसका सार््व अनपुात 2 ह ैऔर 8वाँ पद 192 ह।ै 

	 2.	 गणुोत्तर श्रेढ़ी 5, 25, 125, ... का 10वाँ पद तथा nवाँ पद ज्ञात कीजिए। 

	*3.	 एक अनकु्रम का पनुरावर्ती सतू्र t
1
 = 2, tn+1 = 3tn – 2, जबकि n ≥ 1 ह।ै इस अनकु्रम का 

कौन-सा पद 730 ह?ै 

	 4.	 गणुोत्तर श्रेढ़ी 2, 6, 18, ... का कौन-सा पद 4374 ह?ै इस श्रेढ़ी के nवेें पद के लिए मानक सतू्र 
और पनुरावर्ती सतू्र भी लिखिए। 

	 5.	 एक गेेंद को 80 मीटर की ऊँचाई से गिराया जाता ह।ै भमूि से टकराने के बाद गेेंद अपनी 
प्रारभिक ऊँचाई के 60 प्रतिशत तक भमूि के ऊपर जाती ह।ै इसी प्रकार से गेेंद की उछाल जारी 
रहती ह ैअर््थथात प्रत््ययेक बार गेेंद भमूि से टकराकर अपनी पिछली ऊँचाई के 60 प्रतिशत तक 
ऊपर जाती ह।ै

(i)	 5 उछालोों के बाद गेेंद कितनी ऊँचाई तक जाती ह?ै 

(ii)	 गेेंद द्वारा भमूि से छठी बार टकराने तक तय की गई कुल लंबवत दरूी कितनी ह?ै 
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	 6.	 अनकु्रम 2 2 2 4,� ,� ,� ... का कौन-सा पद 128 ह?ै 

	 7.	चित्र  8.12 मेें सिएरपिस््ककी वर््ग कारपेट के चरण 0 से चरण 3 तक प्रदर््शशित हैैं। इस फ्रै क््टल का 
चरण 0 कागज का एक वर््गगाकार पत्रक ह।ै चरण 1 की रचना करने के लिए वर््ग की प्रत््ययेक भजुा 
को तीन समान भागोों मेें बाँटा गया ह ैऔर सम््ममुख भजुाओ ंके त्रिविभाजक बिदओु ंको मिलाने 
पर नौ छोटे वर््ग प्राप्‍त होते हैैं। तत्‍पश््‍चचात मध््य मेें स््थथित वर््ग को हटा दिया जाता ह ैऔर 8 छोटे 
वर्गगों के मध््य एक वर््गगाकार रिक््‍तति शषे रह जाती ह।ै यही प्रक्रिया आठ छोटे छायांकित वर्गगों पर 
दोहराई जाती ह,ै जिससे चरण 2 प्राप्‍त होता ह ैऔर आगे भी यही प्रक्रिया जारी रहती ह।ै 

चरण 0	 चरण 1	  चरण 2	 चरण 3
चित्र 8.12 — सिएरपिस््ककी वर््ग कारपेट के चरण 0, 1, 2 और 3 

चित्र 8.12 को दखेिए और नीच ेदिए गए प्रश्‍नों के उत्तर दनेे का प्रयास कीजिए। 

(i)	 चरण 0 से 3 तक कितने लाल वर््ग हैैं? 

(ii)	 क््यया आप चरण 4 से 5 मेें लाल वर्गगों की संख््यया का परू््ववानमुान लगा सकते हैैं? 

(iii)	 क््यया आप nवेें चरण मेें लाल वर्गगों की संख््यया के लिए सतू्र ज्ञात कर सकते हैैं? किसी भी 
चरण मेें लाल वर्गगों की संख््यया के लिए एक व््‍ययापक सतू्र और पनुरावर्ती सतू्र भी लिखिए। 

(iv)	 मान लीजिए चरण 0 मेें वर््ग का क्षेत्रफल 1 वर््ग इकाई ह।ै चरण 1, 2 और 3 मेें लाल क्षेत्र 
का क्षेत्रफल क््यया ह?ै चरण 4 और 5 मेें लाल क्षेत्र का क्षेत्रफल कितना होगा? nवेें चरण 
मेें लाल क्षेत्र के क्षेत्रफल के लिए व््‍ययापक सतू्र और पनुरावर्ती सतू्र भी ज्ञात कीजिए। चरण 
संख््यया n बढ़ने के साथ इस क्षेत्रफल मेें क््यया अतंर आता ह?ै 

अंतिम प्रश््‍ननावली

	 1.	 उस समानांतर श्रेढ़ी का 31वाँ पद ज्ञात कीजिए, जिसका 11वाँ पद 38 ह ैऔर 16वाँ पद 73 हlै 

	 2.	 उस समानांतर श्रेढ़ी का निर््धधारण (की रचना) कीजिए, जिसका तीसरा पद 16 ह ैऔर जिसका 
7वाँ पद, 5वेें पद से 12 अधिक ह।ै 

	*3.	कित नी 3-अकंीय संख््ययाए ँ7 से विभाज््य हैैं? 

		  (सकेंत — सभी 7 द्वारा विभाज््य संख््ययाए ँएक समानांतर श्रेढ़ी बनाती हैैं। ऐसी सबसे छोटी 
3-अकंीय संख््यया और सबसे बड़ी 3-अकंीय संख््यया ज्ञात कीजिए।) 
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	*4.	 4 के कितने गणुज 10 और 250 के बीच आते हैैं? 

		  (सकेंत — 4 के सभी गणुज एक समानांतर श्रेढ़ी बनाते हैैं। 10 और 250 के बीच आने वाले 
4 के सबसे छोटे गणुज और सबसे बड़े गणुज ज्ञात कीजिए।) 

	*5.	 उस गणुोत्तर श्रेढ़ी की रचना (निर््ममाण) कीजिए, जिसके प्रारभिक दो पदोों का योगफल –4 ह ैऔर 
जिसका पाँचवा पद, तीसरे पद का 4 गनुा ह।ै 

	*6.	 100 को क्रमागत प्राकृत संख््ययाओ ंके योग के रूप मेें लिखने के सभी संभव विधियाँ ज्ञात 
कीजिए। 

	*7.	कि सी कल््चर (नमनेू) मेें जीवाणओु ंकी संख््यया प्रत््ययेक घटें मेें दगुनुी हो जाती ह।ै यदि प्रारभ मेें 
कल््चर (नमनेू) मेें 30 जीवाण ुविद्यमान थे, तो दसूरे घटें के अतं मेें, चौथे घटें के अतं मेें और nवेें 
घटें के अतं मेें कितने जीवाण ुविद्यमान होोंगे? 

	*8.	कि सी समानांतर श्रेढ़ी के चौथे और आठवेें पदोों का योगफल 24 ह ैऔर छठे और दसवेें पदोों 
का योगफल 44 ह।ै समानांतर श्रेढ़ी के पहले तीन पद ज्ञात कीजिए। 

	*9.	 n का वह न््ययूनतम मान ज्ञात कीजिए, जिससे प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंका योगफल 1,000 से 
अधिक हो। 

	*10.	 गणुोत्तर श्रेढ़ी 2, 8, 32, ... का कौन-सा पद 131072 ह?ै nवेें पद के लिए व््‍ययापक सतू्र और 
पनुरावर्ती सतू्र भी लिखिए। 

	*11.	 एक गणुोत्तर श्रेढ़ी के प्रथम तीन पदोों का योगफल 13
12  ह ैऔर उनका गणुनफल –1 ह।ै श्रेढ़ी का 

सार््व अनपुात और पद ज्ञात कीजिए। 

	*12.	यदि  किसी गणुोत्तर श्रेढ़ी का चौथा, दसवाँ और सोलहवाँ पद क्रमश: x, y और z ह।ै सिद्ध 
कीजिए कि x, y, z गणुोत्तर श्रेढ़ी मेें हैैं। 

	*13.	 एक गणुोत्तर श्रेढ़ी के प्रथम तीन पदोों का योगफल 26 ह ैऔर उन पदोों के वर्गगों का योगफल  
364 ह।ै गणुोत्तर श्रेढ़ी के पदोों को ज्ञात कीजिए। 

	*14.	 मान लीजिए कि P
1
 = 1, P

2
 = 2 ह ैऔर n > 2 के लिए Pn = P

1
 + P

2
 + ... Pn–1 

+ 1 ह।ै  
P
1
, P

2
, …, P

8
 के मान ज्ञात कीजिए। क््यया आप Pn के लिए एक अधिक सरल पनुरावर्ती सतू्र 

ज्ञात कर सकते हैैं? क््यया आप एक व््‍ययापक सतू्र बता सकते हैैं? 

	*15.	 मान लीजिए W
1
 = 1, W

2
 = 2 और n > 2 के लिए Wn = W

1
 + W

2
 + ... + Wn–2 + 2 

ह।ै W
1
, W

2
, ..., W

8
 के मान ज्ञात कीजिए। क््यया आप इस अनकु्रम को पहचानते हैैं?
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साराश

	z कोई अनुक्रम संख््ययाओ ंकी एक क्रमागत सचूी ह।ै इस सचूी मेें प्रत््ययेक संख््यया पद कहलाती ह।ै 

	z व््‍ययापक सतू्र को किसी अनकु्रम का जो प्रत््ययेक पद को बनाने के लिए उपयोग किया जा सकता 
ह।ै व््‍ययापक सतू्र वह सतू्र होता ह ैजिसमेें पद के मान की गणना करने के लिए पद की स््थथिति 
संख््यया का उपयोग किया जाता ह।ै 

	z एक पुनरावर्ती सतू्र द्वारा अनकु्रम मेें आए पिछले पदोों के मानोों का उपयोग करत हुए किसी दिए 
गए पद का मान प्राप्‍त किया जाता ह।ै 

	z त्रिभुजाकार सखं््यया अनुक्रम 1, 3, 6, 10, 15, ... द्वारा दिया जाता ह।ै इस अनकु्रम का 
प्रत््ययेक पद, इस पद की स््थथिति तक की सभी प्राकृत संख््ययाओ ंका योगफल ह।ै इस अनकु्रम 
का nवाँ पद tn = n(n + 1)

2  द्वारा दिया जाता ह,ै जो प्रथम n प्राकृत संख््ययाओ ंके योगफल का 
सतू्र भी ह।ै

	z एक समानांतर श्रेढ़ी संख््ययाओ ंकी वह सचूी ह,ै जिसमेें प्रथम पद के बाद प्रत््ययेक पद, पिछले पद 
मेें स््थथिर संख््यया d का योग करने पर प्राप्‍त होता ह।ै यह स््थथिर संख््यया d सार््व अंतर कहलाता ह।ै 

	z एक समानांतर श्रेढ़ी का nवाँ पद tn = a + (n –1)d द्वारा दिया जाता ह,ै जहाँ a प्रथम पद ह ैतथा 
d एक सार््व अतंर ह।ै समानांतर श्रेढ़ी का व््ययापक रूप a, a + d, a + 2d, a + 3d, ..., a +  
(n –1)d ह।ै 

	z गुणोत्तर श्रेढ़ी संख््ययाओ ंकी एक ऐसी सचूी होती ह,ै जिसमेें पहले पद के बाद प्रत््ययेक पद को 
एक स््थथिर (नियत) संख््यया से गणुा करके प्राप्‍त किया जाता ह।ै इस स््थथिर संख््यया r को सार््व 
अनुपात कहा जाता ह।ै 

	z किसी गणुोत्तर श्रेढ़ी का nवाँ पद tn = ar(n–1) द्वारा दिया जाता ह,ै जहाँ ‘a’ प्रथम पद ह,ै ‘r’ सार््व 
अनपुात ह।ै एक गणुोत्तर श्रेढ़ी का व््ययापक रूप a, ar, ar2, ar3, ..., ar(n–1) ह।ै 

	z फ्रै क््टल्‍स के अनेक उदाहरणोों, जैसे — सिएरपिस््ककी त्रिभजु और सिएरपिंस््ककी वर््ग कारपेट से 
गणुोत्तर श्रेढ़ियाँ प्राप्‍त होती हैैं।
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